Molekiile und Materialien im Thermodynamischen Gleichgewicht
Diethelm Johannsmann, Institut fiir Physikalische Chemie, TUC

If the Lord Almighty had consulted me before embarking on creation thus,
1 should have recommended something simpler. Alfonso der Weise!

Everything should be made as simple as possible, but not simpler. Albert Einstein?
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2 Dieses beriihmte ,,Einstein-Zitat* begriindet sich in einem Artikel von Roger Sessions vom 8. Januar 1950 in der New York Times.
Sessions schreibt: .,/ also remember a remark of Albert Einstein, .... He said, in effect, that everything should be as simple as it can
be but not simpler!” Als Ausspruch von Einstein selbst ist der Satz nicht dokumentiert.
»Simple, but not too simple* soll hier meinen, dass die einfachen Darstellungen gleichwohl sachlich korrekt sein sollen. An dieser
Stelle gibt es Raum fiir Meinungen. Hier werden nicht strikt alle Vorbedingung einer Aussage niedergeschrieben und es wird nicht
strikt jede Ausnahme erwéhnt. In welchem Umfang das in Ordnung sein soll, ist ein alter Zankapfel in der universitiren Lehre.
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1 Motivation, Lehrbiicher

Die Frage, was die Physikalische Chemie ist, sein solle, oder nicht sein solle, wird meist aus der Histo-
rie heraus beantwortet.> Die Themengebiete sind aus den Inhaltsverzeichnissen der betreffenden Lehrbiicher
abzulesen. In Deutschland (Europa?) herrscht ein gewisser Konsens. In den USA ist die Themenliste etwas
verschoben. Z.B. befasst sich die technical division ,,Physical Chemistry* der American Chemical Society
(ACS) nicht mit Elektrochemie, dafiir aber mit Astrochemie. Man kdnnte sich statt an den Lehrbiichern auch
an den Themen orientieren, die auf den Jahrestagungen der Bunsen-Gesellschaft! im Vordergrund stehen.

Als das Standardwerk gilt einstweilen das Lehrbuch von Atkins. Der Atkins enthélt hat viele — auch
aktuelle — Beispiele. Er ist etwas iiberladen mit kleinen Diagrammen und didaktischen Hilfestellungen. Am
argerlichsten ist, dass Atkins bisweilen iiber Schwierigkeiten hinweggleitet, ohne sie zu erwdhnen. Man liest
den Text und hat den Sachverhalt fast verstanden. Ganz verstehen kann man ihn auf der Basis dieses Text-
stiicks nicht, weil eine Komplikation still umschifft wurde. Blattern Sie bei Gelegenheit durch den Tabellen-
Anhang. Wenn Sie die Tabellen-Uberschriften (und vielleicht auch die Einheiten der Variablen) verstehen,
sind Sie einen Schritt weiter.

Das Buch von Wedler ist eine gute Quelle fiir alle, die Wert auf vollstdndige Herleitungen und prézise
Terminologie legen.’ Leider fehlen bisweilen die praktischen Beispiele. Am Ende der Herleitung endet
auch das betreffende Kapitel. Warum genau man sich durch die betreffende Rechnung gemiiht hat, bleibt
offen.

Dieses Skript betont am Anfang, dass diejenigen Makrozustdnde am wahrscheinlichsten sind, denen die
meisten Mikrozustidnde zugeordnet sind. In dieser Hinsicht weicht dieses Skript von Atkins und Wedler ab.
Dieses Konzept ist angelehnt an das Lehrbuch von Schwabl.® Das Niveau liegt bei Schwabl allerdings recht
hoch; seine Darstellung ist sehr kompakt. Das hat seinen Reiz, aber der Anfénger kann manchmal nicht fol-
gen. Etwas zugénglicher ist das Buch von Nolting.”

Ein preisgiinstiges und — soweit ich erkennen kann — auch in den Einzelheiten korrektes Buch stammt
von Marcus Elstner.®® Es deckt in etwa den Stoff ab, der in Clausthal in den Vorlesungen PC Tund PC 11
gelehrt wird.

Ein Disclaimer: Dies ist ein Skript, kein Lehrbuch. Weil Skripte leben und sich dndern, schleichen sich

immer wieder Ungenauigkeiten — und eben leider bisweilen auch Fehler — ein. Wenn irgendwo noch Luft
nach oben ist, bitte eine mail an johannsmann@pc.tu-clausthal.de.

3 Die Antwort ,,Die Schnittmenge aus Physik und Chemie* hilft heutzutage nicht weiter. Das sieht man z.B. daran, dass die groBen
Rechenmaschinen heute in den Kellern der organisch-chemischen Institute stehen und dort Tag und Nacht quantenchemische
Probleme abarbeiten.

4 In Deutschland nennt sich die Gesellschaft fiir Physikalische Chemie ,,Bunsen-Gesellschaft.

> Wedler, G. Lehrbuch der Physikalischen Chemie; Wiley-VCH, 1997.

¢ Schwabl, F. Statistische Mechanik; Springer, 2006.

7 Nolting, W. Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, Springer 2002

8 Elstner, M. Physikalische Chemie I: Thermodynamik und Kinetik, 1. Auflage 2017; Springer Berlin; 2017.

9 TIm WS 2019 stand Ref. 8 den Studenten der TU Clausthal zum kostenlosen Download zur Verfligung. Das ist moglicherweise im-
mer noch so. https://link.springer.com/content/pdf/10.1007%2F978-3-662-55364-0.pdf



2 Der Mikro/Makro-Gegensatz, Gesetz der grofien Zahl
2.1 Mikrozustdnde und Makrozustdinde

Die Thermodynamik ist fiir diese Vorlesung zwar ein wichtiges Werkzeug, aber die Thermodynamik
selbst steht eigentlich nicht im Zentrum. Im Zentrum steht der Zusammenhang zwischen Molekiilen'® einer-
seits und den Eigenschaften der korrespondierenden makroskopischen Objekte (Materialien, Maschinen, Le-
bewesen, Wolken, ...) andererseits. Dieser Zusammenhang ist durch einen Satz von Regeln geprigt, der ers-
tens — wenn man einen etwas mithsamen Anstieg der Lernkurve am Anfang hinnimmt — relativ {ibersichtlich
ist, und der zweitens universell ist in dem Sinne, dass die Eigenschaften der Molekiile fiir den Formalismus
selbst unbedeutend sind. Sie sind natiirlich nur fiir den Formalismus unbedeutend, nicht fiir das Ergebnis.
Dieser Formalismus ist die Thermodynamik. Was die Welt im Innersten zusammenhilt, sind nicht Schrau-
ben und Nieten, sondern die Quantenmechanik und die Thermodynamik.!' Einstein driickte seine Begeiste-
rung fir Thermodynamik so aus: ,, Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grofier die Einfachheit ihrer
Prdmissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verkniipft und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb
der tiefe Eindruck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es ist die einzige physikalische The-
orie allgemeinen Inhalts, von der ich iiberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer Grundbe-

griffe niemals umgestofien wird. “1

Man beachte die Prizisierung ganz am Ende: Es gibt einen ,,Rahmen der Anwendbarkeit ihrer Grundbe-
griffe”. Die Thermodynamik ist nicht immer anwendbar. Auf die Planeten-Bewegung, beispielsweise, ist
sie nicht vorteilhaft anwendbar. Die Thermodynamik ist nur dann erfolgreich, wenn die beobachtete Wirk-

lichkeit in einen bedeutsamen und einen unbedeutsamen Teil zerfallt. Die Thermodynamik verlangt ein Re-

t.3 Das Relevanzkonzept identifiziert einen Teil der Wirklichkeit, der sich — erstens — der

t,14

levanzkonzep
Vorhersage durch Scharfsinn und moderne Computer-Programme weitgehend entzieht,'* innerhalb dessen —
zweitens und ebenso wichtig — nach einer gewissen Zeit alle Zustdnde (die ,,Mikrozustidnde®, welche mit ei-
nem gegebenen Makrozustand vertriglich sind) gleich wahrscheinlich sind,'® und der — drittens — sehr viele
solche Mikrozusténde enthélt, so dass bei den Mittelwertbildungen das Gesetz der grolen Zahl (Abschnitt

2.2) Anwendung findet.

An dieser Stelle muss man sich klarmachen, dass zwar die mikroskopischen Gleichungen der Physik
deterministisch sind, dass uns aber ein grofler Teil der Wirklichkeit gleichwohl als chaotisch erscheint, weil
wir diese vorbestimmte Zukunft nicht selbst antizipieren konnen. Wir kennen die Anfangsbedingungen fiir

10 In diesem Skript ist stets von ,,Molekiilen* die Rede, wenn es sich um Atome oder Molekiile handelt. Atome werden als sehr ein-
fache Molekiile betrachtet. Der Begriff ,,Molekiile” meint meistens sogenannte ,,kleine Molekiile®, zu unterscheiden von Polyme-
ren. Kleine Molekiile kénnen verdampfen (Ausnahme: Ionische Fliissigkeiten). Fliissigkeiten aus kleinen Molekiilen haben oft
eine kleine Viskositit, sodass das thermodynamische Gleichgewicht schnell erreicht wird.

T Oder sind es doch Schrauben und Nieten? Oder ist es der Geist der stets verneint? Jene Kraft, die stets das Bése will und stets das
Gute schafft? Den Hinweis auf die Schrauben und Nieten verdanke ich A. Feuerstein, Heidelberg.

12 Dass die klassische Thermodynamik eines Tages umgestoBen werden konnte, gilt auch heute als unwahrscheinlich. Jedoch: Ausge-
rechnet auf Einsteins Allgemeine Relativititstheorie ist die Thermodynamik bis heute nicht schliissig anwendbar. Es gibt bis heute
keinen allgemein akzeptierten Weg, der Raumkriimmung eine Entropie zuzuweisen. (Schwarzen Lochern kann man eine Entropie
zuweisen.) Ein weiteres System, welches zwar einen Mikro/Makro-Gegensatz kennt, nicht jedoch eine Temperatur, wird in Fuf3-
note 61 besprochen.

13 Zeh, H. D.: The physical basis of the direction of time. Springer: 1989.

14 Dieser Teil der Wirklichkeit entzieht sich der Vorhersage nicht etwa in dem Sinne, dass die betreffende Frage strikt verboten wire,
so wie manche Fragen in der Quantenmechanik (und anderswo) niemals beantwortet werden konnten und deshalb nicht sinnvoll
sind. Er entzieht sich unserem praktischen Vermogen, hinreichend umfassend und hinreichend prizis zu messen und zu rechnen
(die Anfangsbedingungen zu vermessen und die Trajektorien zu errechnen, das Problem tritt zweimal auf).

15 Dass in vollstéindig abgeschlossenen Systemen die vielen Mikrozustéinde alle gleich wahrscheinlich seien, wird manchmal als die
eine zentrale Ausgangs-Hypothese der statistischen Mechanik dargestellt. Ein Beweis im engeren Sinne ist nicht moglich. Es wird
meist damit argumentiert, dass eine Ungleichverteilung einen Grund haben miisste. Solange kein solcher Grund bekannt ist, geht
man von einer Gleichverteilung aus. (Es gibt chaotische Systeme ohne eine solche Gleichverteilung. Ein Bespiel ist das Wetter.)

6



eine solche Rechnung nicht gut genug und wir konnen nicht genau genug rechnen. Bei chaotischen Syste-
men determiniert zwar die Gegenwart zu Zukunft, aber die approximative Gegenwart determiniert nicht die
approximative Zukunft. Bisweilen kann man iiber die (hinreichend ferne) Zukunft von chaotischen Syste-
men keinerlei Aussagen machen. So ist es beim Wetter. Bisweilen wird aber der Zufall so dominant, dass in
einem bestimmen Sinn (und leicht verkiirzt) alles, was passieren kdnnte, auch passiert und dass diese Dinge
alle etwa gleich haufig passieren. In diesen Fillen greift die Thermodynamik.

Die Thermodynamik macht nur dann Sinn, wenn verschiedene Beobachter sich auf ein gemeinsames
Relevanzkonzept einigen konnen. Relevante GroBen sind ,,robust® in einem Sinn, der nicht schnell erklart
ist. In dem irrelevanten Teil der Wirklichkeit dominiert der Zufall das Geschehen in der Weise, dass alle
Mikrozustiande gleich wahrscheinlich sind. (Nur wenn dies so ist, ist die Thermodynamik anwendbar.) Re-
levanzkonzepte sind keine willkiirlichen Vereinbarungen. In der chemischen Thermodynamik einigt man
sich meist dahingehend, dass die Orte, die Impulse und die anderen Eigenschaften der Einzelteilchen irrele-
vant sind. Man interessiert sich nur fiir makroskopische Summen oder makroskopische Mittelwerte von die-
sen Parametern. Solche Summen oder Mittelwerte sind z.B. die Innere Energie oder die makroskopische
Magnetisierung. Der Druck ist nicht direkt eine Summe der Mikroparameter, aber er kann aus diesen abge-
leitet werden (Abschnitt 3.2). In dieser Uberlegung wird summiert und gemittelt.

Natiirlich gibt es bei dieser Trennung einen Graubereich. Bisweilen — z.B. in Schallwellen — bewegen
sich Gruppen von Molekiilen kooperativ. Beim Schall gibt es thermisches Rauschen und die Zuordnung die-
ses Rauschens zur Mikro- oder zur Makrowelt ist fraglich. An dieser Stelle spielt die Avogadro-Zahl eine
Rolle. Wenn irgendwo 1000 Molekiile kooperieren, dann enthilt ein Mol immer noch 6-10?° solcher koope-
rierenden Subsysteme und auch deren Fluktuationen werden durch das Gesetz der groen Zahl auf Makro-
Ebene weitgehend weggemittelt. Ein weiteres Beispiel: Die biologischen Zellen haben eine Gro3e von eini-
gen Mikrometern. Die molekularen Maschinen, die in den biologischen Zellen ihre Arbeit tun, sind einige
10 nm groB. Gilt fiir diese Maschinen das Gesetz der gro3en Zahl? In diesem Feld gibt es viel aktuelle For-
schung, auch zu den konzeptionellen Grundlagen.'®

In der Thermodynamik interessiert man sich oft fiir das ,,System‘ und eliminiert die ,,Umgebung* aus
der Beschreibung. Das mathematische Verfahren, welches dies ermoglicht, wird in Abschnitt 6.2 behandelt.
In diesen Fillen fixiert aber die Umgebung stets bestimmte Parameter — oft den Druck und die Temperatur,
bisweilen auch die Luftfeuchte oder den pH-Wert. Die Umgebung ist deshalb nicht irrelevant im Sinne des
Relevanzkonzepts der Thermodynamik.

Wir machen einen kurzen Exkurs zu einem anderen wichtigen Relevanzkonzept. Quantenmechanische
Messungen haben oft eine Zufallskomponente, wobei die Mittelwerte von vielen Messergebnissen gut vor-
hersagbar sind. Man konnte nun meinen, dass in diesem Kontext das Quanten-Objekt (z.B. das Elektron) ein
Makro-Objekt sei, hinter dem sich eine ,,Elektronen-Mikrowelt” verberge, die wir nicht sehen kénnen.
Wenn wir sie sehen kénnten, gibe es den Zufall nicht. Etwas technischer spricht man von hypothetischen
,verborgenen Variablen“. Nach dem derzeitigen Kenntnisstand gibt es solche verborgenen Variablen eher
nicht. Das Relevanzkonzept der Quantenmechanik besteht darin, Quantenverschrinkungen zu ignorieren.
Natiirlich ignoriert man die Quantenverschrankungen nicht immer. Wenn man sie ignoriert (wenn man die
Augen davor verschliefit, dass eine Messapparatur noch andere Dinge tut, als ein Messergebnis hervorzu-

167 B.: U. Seifert: Stochastic thermodynamics, fluctuation theorems, and molecular machines,
https://arxiv.org/pdf/1205.4176.pdf
Die stochastische Thermodynamik befasst sich vor allem mit Nicht-Gleichgewichts-Situationen. Viele molekulare Maschinen
verbrauchen ATP um etwas zu bewirken.



bringen, will sagen, wenn man tiber all diese anderen Dinge in einer gewissen Weise mittelt), dann erschei-
nen — erstens — die Konsequenzen der Verschrankungen als zufallig (so wie die kleinen Fluktuationen der
Makroparameter in der Thermodynamik) und man findet — zweitens — Vorhersagen fiir die Mittelwerte der
Messergebnisse (nur fiir die Mittelwerte).!”

Makroskopische GroBen, die an im Sinne der Thermodynamik relevante Gegebenheiten gekniipft sind,
unterliegen ganz anderen Gesetzen als die mikroskopische Physik.!® Insbesondere unterliegen sie nicht der
Zeit-Umkehr-Invarianz.'® Sie streben zum thermodynamischen Gleichgewicht. Dabei vergessen die Sys-
teme ihre vormaligen Eigenschaften.”® Wer Milch in einen Kaffee gibt und umriihrt, hat eine sehr prizise
Vorstellung iiber das Ergebnis dieses Prozesses.?! Dabei ist egal, ob man rechts oder links herum riihrt.
Weiterhin ist im Nachhinein nicht mehr festzustellen, ob rechts oder links herum geriihrt wurde. Diese Ge-
setze bilden die ,,Gleichgewichts-Thermodynamik®. Eine Randbemerkung: Die Fluktuationen der Makropa-
rameter mogen klein sein, aber es gibt sie. Der irrelevante Teil der Welt meldet sich mit solchen Fluktuatio-
nen eben doch von Zeit zu Zeit zu Wort.

Verlangt die Anwendbarkeit der Grundbegriffe der Thermodynamik die Atom-Hypothese? Bis zum
Ende des 19. Jahrhunderts gab es Zweifel an der Atom-Hypothese und Teile der makroskopischen Thermo-
dynamik lassen sich in der Tat auch ohne die Atom-Hypothese formulieren. Die Thermodynamik wird aber
wesentlich eingdngiger, wenn man sie im Lichte der Atom-Hypothese — und weiterhin im Lichte der Quan-
tenmechanik — ausbuchstabiert. Wenn man die Quantenmechanik zugrunde legt, kann man die Mikrozu-
stinde, die zu einem Makrozustand zugeordnet sind, abzihlen.?> Diskrete Zustinde kennt man von den Mo-
lekiilorbitalen. Diese Diskretheit gilt allgemeiner. Der Logarithmus der Anzahl der Mikrozustinde (multi-

17 Achtung: Der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik (die ,,Dekohérenz*) folgt verwandten, aber nicht
strikt denselben Prinzipien wie der Ubergang von den Mikro- zu den Makrozustinden in der Thermodynamik. Die verschriinkten
quantenmechanischen Zustinde unterliegen der Interferenz. Die Interferenz lésst eine grole Summe von komplexen Variablen
mit zufillig verteilter Phase hdufig einen Wert nahe der Null annehmen. Der Druck, den Teilchen in chaotischer Bewegung auf
eine Wand ausiiben, ist demgegeniiber mitnichten null.

18 Diese Besonderheiten fasst Anderson in die Worte ,,More is different*. [Anderson, P. W., Science, 1972; Vol. 177, pp 393]. In
moderner Terminologie handelt es sich um eine Form der ,,Emergenz®. Komplexe Systeme haben Eigenschaften und zeigen Ver-
haltensweisen, die man den elementaren Bausteinen nicht ansieht und die deshalb als neu erscheinen.

Beispiele fiir Emergenz (unter vielen anderen) sind

- das Entstehen der klassischen Mechanik aus der Quantenmechanik

- das Entstehen von Chemie und Biologie aus der Physik

- das Entstehen von Bewusstsein aus neuronalen Prozessen

- das Entstehen von Okosystemen und sozialen Systemen aus den Wechselwirkungen zwischen Organismen und Individuen

- die Strategien fiir eine erfolgreiches Schachspiel.

Die Emergenz hat nichts Metaphysisches an sich. Als Beethoven seine 9. Sinfonie komponierte, war er ein offenes Quantensys-
tem. Der Kompositionsvorgang unterlag der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung. Zumindest kann man es so sehen.

Achtung: Hier ist die Rede von ,,schwacher Emergenz“. Schwach-emergente Sachverhalte aus der néchst-tieferen Ebene heraus zu
beschreiben, ist zwar schwierig und in der Regel wenig sinnvoll, aber es ist gleichwohl méglich.

19 Die Planeten-Bewegung, die Wellenausbreitung und die Schrodinger-Gleichung aus der Quantenmechanik sind Zeitumkehr-invari-
ant. Aufandere Zeitpfeile geht Abschnitt 12.4 ein.

20 Das Vergessen ist eine Vorbedingung fiir das Entstehen komplexer Systeme. Eine Information kann nur dann kopiert werden,
wenn der Informationstriger seinen vormaligen Zustand vergisst — will sagen, wenn der Informationstriger diese Sachverhalte in
den irrelevanten Teil der Wirklichkeit verschiebt. Ohne das Kopieren von Information sind die allermeisten komplexen Prozesse
nicht vorstellbar. Bei der Planeten-Bewegung gibt es (fast) kein Vergessen. Abgeschlossene Quantensysteme kennen kein Ver-
gessen.

(Das letztere ist der Inhalt des ,,no-cloning Theorems®. Quantensysteme vergessen nicht, solange niemand die Quantenverschrén-
kungen ignoriert.)

21 Man mag einwenden, dass normalerweise die Vergangenheit gewiss sei, die Zukunft jedoch ungewiss. Teile der Vergangenheit
sind gewiss, weil Geschichtsbiicher nicht im thermodynamischen Gleichgewicht sind. Eine Aktivierungsbarriere hindert sie daran,
zu Asche und COz zu zerfallen. Der Begriff der ungewissen Zukunft ist bisweilen ein Appell an uns, sie zu gestalten. Der freie
Wille (ist er das?) ist hier nicht Gegenstand der Diskussion. Ungewiss im Sinne von unbekannt ist auch die Vergangenheit in ganz
erheblichem Umfang.

22 Als die Thermodynamik formuliert wurde, war die Diskretheit der Mikrozustinde nicht bekannt. Man kann die Thermodynamik
auch formulieren, wenn man nur Quotienten von solchen Anzahlen von Mikrozustédnden kennt. Siehe dazu Abschnitt 5.7.
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pliziert mit kz) ist die Entropie. Dann steht die Thermodynamik von Anfang auf einem soliden und einfa-
chen Fundament. , Einfach* ist das Fundament natiirlich nur, wenn man die diskreten Mikrozustdnde nicht

hinterfragt. Wenn man sie hinterfragt, tut man einen Sprung
. |08 30|l IR RN
mitten in die Quantenmechanik hinein. Aber auch die Quanten-
.. . T3] 0]l T|3|10]8 IR
mechanik ist nicht ganz so kompliziert, wie manche Leute sa-
g|8]0]|1 IEARAN g|8j8]|t
gen. vo|dfe| [o|e[u]e]| [e|o]0]®
Die Grundbegriffe der Thermodynamik erfassen in der Tat | 0 54
einen enorm groflen Bereich. Auch schwarze Locher haben Verschiedene Ensembles von Spins. Die Ge-
eine Entropie. Man kann die Thermodynamik sehr abstrakt for- | samt-Magnetisierung liegt fiir die allermeisten
. . e . dieser Systeme nahe bei null, weil etwa gleich
mulieren. Ein Beispiel fiir ein abstraktes Konzept ist das Ge- . . .
viele Spins nach oben und unten zeigen.

setz der grolen Zahl (Abschnitt 2.2). Man bedenke aber: Letzt-
lich wurzelt natiirlich auch die Thermodynamik — genauso wie die Mathematik — in der erfahrenen Wirklich-
keit.”* Die Thermodynamik ist Teil der falsifizierbaren Wissenschaft.

In diesem Skript formulieren wir die Thermodynamik eher nicht abstrakt. Wir benutzen Modell-Sys-
teme. Das beliebtes Modell-System besteht aus vielen Spins, die alle nur nach oben oder unten zeigen kon-
nen (Abb. 2.1).>* Ein anderes System ist das Gas in zwei Kammern (Abb. 2.2). Diese wire zu dem Spin-
System dquivalent, wenn die beiden Rdume Schachbretter mit diskreten Pldtzen wiren. In Fall des Magne-
ten entspricht das thermodynamische Gleichgewicht einer verschwindenden Netto-Magnetisierung. Im Fall

der beiden Kammern entspricht es einer
verschwindenden Druckdifferenz zwi-
schen beiden Kammern.

Wegen des Einfachheit des Magne-
ten lassen sich die statistischen Sachver-
halte in Génze niederschreiben, ohne
dass man Néherungen einfithren miisste.
Das Gas aus Abb. 2.2 steht dem Chemi-
ker néher als das Spin-System. Man
kennt die MessgroBBen (Druck, Volu-
men, Temperatur) aus der Erfahrung.

Es gibt aber fiir jedes Molekiil mit dem

) Abb. 2.2
Seien gegeben zwei Kammern, von
® @ | denen die linke zu Beginn des Expe-
L riments leer sei. Wenn man ein klei-
°® nes Loch 6ffnet, verteilen sich die
L Partikel gleichméBig, weil sich dabei
die Anzahl der mdglichen Mikrozu-

stinde erhoht. Grundsétzlich konn-
ten sich rein zufallsgesteuert alle Par-
e o tikel wieder in der rechten Kammer
versammeln, aber dies ist extrem un-
wahrscheinlich. Der Zustand mit

° gleicher Dichte und gleichem Druck

auf beiden Seiten (Ap = 0) ist ein

thermodynamisches Gleichgewicht.

Ort, der Geschwindigkeit, der Rotation

und moglicherweise den Schwingungs-
zustéinden eine ganze Reihe von weiteren Parametern, was die Diskussion in die Lange zieht.

Ausgehend vom Interesse des Chemikers wiren auch Fliissigkeiten als Modell-Systeme eine denkbare
Wahl. Viele chemische Reaktionen laufen in Fliissigkeiten ab. Festkorper wéren aber keine gute Wahl,
denn Festkorper erreichen fast nie das thermodynamische Gleichgewicht. Festkorper haben ein (Langzeit-)
Gedéchtnis.” Zentral fiir die Gleichgewichts-Thermodynamik ist, dass der Zustand eines Materials nicht

23 Wenn irgendwo in den Weiten des Universums ein Klingone und noch ein Klingone eine klingonische Gesamtheit mit der An-
zahl Drei bilden — dann miissen wir einen mathematischen Formalismus entwickeln, der diesen Subjekten gerecht wird. Die
»2Axiome* der Mathematik wurden aus einer Erfahrung heraus formuliert und bewidhren sich an der Erfahrung. Dasselbe gilt fiir
die Thermodynamik. Sie bewéhrt sich an — zum Beispiel — der Konstruktion von Warmekraft-Maschinen.

24 Normalerweise kann die Magnetisierung in alle drei Raumrichtungen zeigen. ,,Uniaxiale Magneten wie hier als Beispiel ange-
fithrt sind eher selten. Sie erfordern spezielle Eigenschaften des Gitters. Ein Beispiel ist MnF.

25 Wer einen Hang zum Grundsitzlichen hat, mag sich fragen, warum die Mechanismen der pribiotischen Chemie heute nicht mehr
aus den Fossilien ablesbar sind, wohl aber — teilweise — aus bestimmten Organismen, die sich seit mehreren Milliarden Jahren ste-
tig fortpflanzen. Die Evolution hat ein Gedichtnis.
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von seiner Vergangenheit abhingt, sofern man ihm ausreichend Zeit gelassen hat, das Gleichgewicht zu er-
reichen. Wir betrachten nur Stoffe, bei denen man das Erreichen des Gleichgewichts abwarten kann. Noch-
mals: Fiir Fliissigkeiten greift die Gleichgewichts-Thermodynamik sehr wohl und man konnte die Maschine-
rie, welche wir anhand des Gases vorfiihren, auch anhand von fliissigem Wasser vorfiihren.

Das Skript alterniert zwischen eher grundsétzlichen und eher konkreten Abschnitten. Im nichsten Teil-
abschnitt beweisen wir mit den Gesetz der gro3en Zahl einen sehr allgemeinen Sachverhalt. Danach fithren
wir mit der Behandlung der Gase die Begrifte ein, die spiter benotigt werden, um die Thermodynamik eben
nicht abstrakt im Raum stehen zu lassen.?® Danach werden wir noch konkreter und verschaffen uns einen
Uberblick iiber andere Formen der Materie, die alle in einer irgendwie gearteten Beziehung zur Gleichge-
wichts-Thermodynamik stehen.

Danach kommt mit der Einfithrung der Konzepte die zentrale Bergstrecke. Wir bemiihen in Abschnitt 4
ein Minimum an Mathematik. Wir folgen bei der Erarbeitung der makroskopischen Thermodynamik (mehr
oder weniger) der Historie und befassen uns zunichst mit Zustdnden und Zustandsénderungen von Materie.
Dabei werden wir auf die besondere Rolle von Zustandsgréfsen — zu unterscheiden von Prozessgroflen — sto-
Ben. Es wird sich zeigen, dass die Arbeit und die Warmemenge keine ZustandsgroBen sind; es sind Prozess-
groBen. Man kann aber aus Arbeit und Wiarmemenge zwei neue Parameter konstruieren, welche Zu-
standsgrofen sind. Diese sind die /nnere Energie U und die Entropie S. An dieser Stelle werden wir die
Quantenmechanik ins Feld fithren: Wir interpretieren die Entropie als den Logarithmus der Anzahl der Mik-
rozustiinde zu einem gegebenen Makrozustand. Dieser Schritt verankert die Thermodynamik in der soge-
nannten ,,statistischen Mechanik“. Die statistische Mechanik ihrerseits wurzelt in den grundlegenden Prinzi-
pien (den “first principles®) der Physik.

Danach folgt mit der mathematischen Maschinerie eine weitere Bergstrecke. Die Gesetze der Gleichge-
wichts-Thermodynamik basieren auf Konzepten und auf einem gewissen mathematischen Formalismus.
Man mag diesen Formalismus als eine Werkzeug-Kiste auffassen. Die Anzahl der Schubladen ist iiber-
schaubar. Danach fahren wir diese Einsichten nach Hause. Wir besprechen die Kalorimetrie, Phasen-
Gleichgewichte, Mischungen, chemische Gleichgewichte, und Grenzflichen-Gleichgewichte. Wenn man
sich auf die Thermodynamik eingelassen hat, ist das alles keine Hexerei.

AbschlieBend eine technische Vorbemerkung: Damit die Behandlung der Grundlagen konkret gesche-
hen kann, enthalten die Beispiele manchmal Stoff, der genaugenommen einen Vorgriff darstellt. Insbeson-
dere wird davon ausgegangen, dass die Leser:innen ein gewisses Grundverstandnis der Warmekapazitét be-
reits haben. Auch dass ein Gas ein verdiinntes Ensemble aus vielen, erratisch umhertaumelnden Molekiilen
ist, wird als bekannt vorausgesetzt. Weiterhin gilt als bekannt, dass Spins ein magnetisches Moment tragen
(dass Spins kleine Elementarmagnete sind). U.U. wird man an den betreffenden Stellen vorblittern oder in
anderen Quellen nachlesen miissen.

2.2 Das Gesetz der grofien Zahl

Bemerkenswerterweise spielt bei der Verbindung zwischen Mikrowelt und Makrowelt das Abzédhlen
eine grofle Rolle. Abgezdhlt wird die Anzahl der Mikrozustinde zu einem Makrozustand. Je mehr Mikrozu-
stdnde, desto wahrscheinlicher der betreffende Makrozustand. Dabeli ist die Anzahl der Mikrozustdnde fiir
einige wenige Makrozustinde sehr viel groBer ist als fiir alle anderen. Diese Makrozustdnde werden im

26 Die Historie verlief iibrigens dhnlich. Die Entwicklung der kinetischen Gastheorie einerseits und die Entwicklung der abstrakten
Konzepte der Thermodynamik andererseits liefen (mit einem Durchbruch in den 1860-er Jahren) parallel ab.
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Gleichgewicht so gut wie immer eingenommen. Das Gesetz der grolen Zahl macht den Sachverhalt quanti-
tativ.

Das Gesetz der grofien Zahl sagt — etwas verkiirzt — das Folgende: Wenn eine gewisse Anzahl von
Testpersonen sehr oft (z.B. 10** mal) eine Miinze werfen, dann werden die allermeisten Testpersonen einen
Anteil an Zahl-Ergebnissen von fast genau 50% berichten. Das ist nur so, wenn die Miinze sehr oft gewor-
fen wird. Nur dann kompensieren sich die UnregelmiBigkeiten gegenseitig weitgehend. ,,50%" gilt dann als
der vorhersehbare Ausgang dieses Vorgangs. Der Druck eines Gases auf eine GefédBwand spielt dieselbe
Rolle wie der Wert ,,50%° im Miinzwurf-Experiment. Auf sehr kleinen Skalen und sehr kurzen Zeiten ist
die Kraft, die ein Gas auf eine Wand ausiibt, hoch variabel. Immer wenn ein Partikel stoft, ist die lokale
Kraft groB3. In den Zeitrdumen dazwischen ist sie null. Weil aber auf makroskopischer Skala (grof3e Fliche,
lange Zeit) die Anzahl der St6Be groB ist, sind die makroskopischen Fluktuationen des Drucks unbedeutend.
Im Folgenden begriinden wir das Gesetz der groflen Zahl.

Auf mikroskopischer Ebene ist die Entwicklung eines Systems oft nicht vorhersehbar. Aus eben diesem
Grund kénnen makroskopische Parameter oft mit exzellenter Genauigkeit vorhergesagt werden. Dies ist vor
allem dann der Fall, wenn der betreffende Parameter ein Mittelwert von vielen unkorrelierten Zufallszahlen
ist. Wir diskutieren die Mittelwertbildung von Zufallsvariablen anhand von zwei — idealisierten — Beispielen
(Spin-System und Galtonsches Brett), die physikalisch verschieden voneinander sind, die aber derselben
Mathematik unterliegen. Das hier gewéhlte Beispiel ist ein Ensemble von unabhingigen Spins mit zwei zu-
fallsbestimmten Einstellmdglichkeiten (T und 1).2” Jeder Spin hat ein magnetisches Dipolmoment von +p.

Der makroskopisch interessierende Parameter ist die Gesamt-Magnetisierung M, gegeben als*>*

M=>

In Abb. 2.1 werden mehrere solche Ensembles gezeigt. Auch die Gesamt-Magnetisierung wird zufalls-

Glg. 2.2.1

bestimmt fiir die verschiedenen Ensembles verschieden sein. Es sind jedoch mitnichten alle Werte der Ge-
samt-Magnetisierung gleich wahrscheinlich. Die Werte +p und —p fiir die Einzelmagnete sind gleich wahr-
scheinlich. Fiir die makroskopische Magnetisierung sind aber Werte nahe bei der Null weitaus wahrscheinli-
cher als Werte weit abseits der Null.

27 Dieses Beispiel ist mathematisch dquivalent zu einem Ensemble von gelosten Molekiilen, die sich entweder in der rechten oder
in der linken Hilfte eines Geféd3es befinden. ,,rechts* und ,,links* entsprechen dann T und 4 .Netto-Magnetisierung ~ 0
entspricht einer gleichméBigen Verteilung des geldsten Stoffs (einer guten Durchmischung).

28 Die Magnetisierung als makroskopischer Parameter ist nicht die einzige denkbare Wahl. Es konnte das Spin-System ferro-
magnetisch sein. Dann wire die Energie proportional zur Anzahl der Paare von benachbarten Spins, die antiparallel (also
ungiinstig) orientiert sind. Wenn man fiir so ein System die Energie misst, hat man einen anderen makroskopischen Parame-
ters gewdhlt, als wenn man die Magnetisierung misst.

Wenn man fiir einen Antiferromagneten die Magnetisierung als den relevanten Parameter wihlt, herrscht in dem als irrelevant ein-
gestuften Teil der Wirklichkeit eine gewisse Ordnung.

2 Eine Bemerkung fiir Fortgeschrittene: Auch bei dem Hahnschen Echo in der NMR leitet die Magnetisierung als ,,makrosko-
pischer Parameter in die Irre. In der NMR wird durch Einstrahlen eines Radiopulses eine kleine Magnetisierung der Probe
quer zum starken externen Magnetfeld erzeugt. Diese ,transversale Magnetisierung* prizediert um die Achse des Magnet-
felds und sendet eine Radiowelle aus. Aus dieser Welle kann man auf die Zusammensetzung der Probe schliefen. Irgend-
wann ist diese Radiowelle ausgeklungen und man kénnte vermuten, dass der Zweite Hauptsatz sein Werk getan hétte. Die
Orientierungen der Kern-Spins wéren dann randomisiert worden. Man kann aber diese Radiowelle wieder zum Leben erwe-
cken. Dies ist das Hahnsche Echo. Einzelheiten werden in den Vorlesungen zur NMR berichtet. Der Zweite Hauptsatz war
nicht am Werk. Wire er es gewesen, hitte der oder die Experimentator:in mit dem Hahnschen Echo die Entropie gesenkt.
Wer hier ,,relevant” und ,,irrelevant™ anhand der transversalen Magnetisierung trennt, hat ein ungiinstiges Relevanzkonzept
gewidhlt. Die Spin-Orientierungen sind unter Umsténden nicht randomisiert auch dann, wenn die transversale Magnetisierung
in der Summe nahezu null ist.
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Verwandt mit dem Spin-System ist der Irrflug mit fester Schrittweite in einer Dimension, physikalisch
realisiert auf dem Galtonschen Brett (Abb. 2.5).3° Das Galtonsche Brett sicht man bisweilen in Schulversu-
chen oder technischen Museen. Es gibt auch gute Videos im Netz. Das Galtonsche Brett ist mit Négeln be-
stiickt. Wenn eine Kugel von oben auf die Anordnung fillt, kann sie auf jeder Ebene nach rechts oder nach
links springen. Die Négel sind so angeordnet, dass die laterale Schrittweite stets der halbe Abstand zwischen
zwei Négeln ist. Nenne die Schrittweite A; = +A und die Anzahl der Reihen N. Unter dem Brett werden die
Kugeln gemal der lateralen Position Ax aufgesammelt. Es gilt

Glg.2.2.2
Ax = Z A
i
Ax tibernimmt die Rolle der Magnetisie- Abb. 2.3
rung im Falle der Spins. Das Galtonsche ' Das Galtonsche Brett setzt
Brett hat den Charme, dass erstens die ) einen eindimensionalen Irr-
Summe aller Schritte unten auf der Achse \ flug mit fester Schritt-An-
blesbar ist. und d it di 28 zahl und fester Schrittweite
ablesbar ist, und dass zweitens die ver- \ physikalisch um. Die Ma-
schiedenen Kugeln den verschiedenen Sys- " thematik ist dieselbe wie bei
temen entsprechen. Es visualisiert also N\ dem Ensemble der Spins
. . . . aus Abb. 2.1. Der Quotient
sowohl die Summation als auch die nach- \ .
o ) aus dem lateral zuriick ge-
folgende statistische Analyse der verschie- 2 legten Weg und dem maxi-

denen Summen. malen lateralen Weg liegt
fiir die meisten Kugeln nahe

Wir adaptieren im Folgenden die Ter- M\H\LLU bei null.
minologie an das Spin-System. Wir reden :

von Spins, Dipolmomenten, Magnetisie-

rung etc. und behalten im Hinterkopf, dass man alle Aussagen genauso auch fiir den Irrflug gemaf Gal-

tonschem Brett (oder auch fiir bindre Mischungen?®’) treffen kénnte. Wesentlich ist, dass eine Summe von

Zufallszahlen gebildet wird. Wir interessieren uns fiir die Verteilung dieser Summen. Die Voraussetzungen

sind die Folgenden:

— Die Gesamt-Magnetisierung besteht aus einer Summe {iber eine feste Anzahl N von einzelnen Dipolmo-
menten. Der Betrag des Dipolmoments p ist fiir alle Spins gleich groB3. Die Dipole kénnen nur nach un-
ten oder oben zeigen.

- Die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Dipolmomente +u und —u sind gleich groB.

— Die Dipolmomente sind unkorreliert. Auf mathematischer Ebene impliziert die Abwesenheit vor Korrela-
tionen die Relation (W W)= = 0. Gewinkelte Klammern (<...>) bezeichnen den Mittelwert. Allgemeiner

wiirde man schreiben (i — (W)(L — (W)))i» = 0. Der Mittelwert (u) ist hier null und kann deshalb aus
der Formel entfallen.

Die Anzahl der Spin-Konfigurationen, die zu einer bestimmten Magnetisierung M fiihren, unterliegt der
Binomial-Verteilung. Die Begriindung findet sich in Abschnitt 12.1. Seien N; die Anzahl der Spins, welche
nach oben zeigen und N, = N — N; die Anzahl der {ibrigen Spins. Die Anzahl der Spin-Konfigurationen zu
einem gegeben N sei Q. Q) ist gegeben als

30 Trrfliige sind mitnichten nur Modelle zur Illustration des Gesetzes der groBen Zahl. So gut wie alle Annéherungen an das thermo-
dynamische Gleichgewicht kann man als Irrfliige auffassen. Auch die Diffusion folgt der Irrflug-Statistik.
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Glg. 2.2.3
N!

Qo =—"""
LONI(N-N)!

Das Ausrufezeichen bezeichnet die Fakultdt (V! = N-(N-1)-...2-1) Die Binomial-Verteilung hat ein scharfes
Maximum bei N; = N/2. Wir interessieren uns deshalb besonders fiir Werte von N; in der Nidhe von N/2 und

schreiben
Glg.2.2.4
]\]1 — l + i
2 2

mit s = Ni — N, << N. Die Gesamt-Magnetisierung ist gegeben als sp. Somit ist der Parameter s makrosko-
pisch messbar. Wir driicken €, als Funktion von s aus (wir benennen es um in €)) und finden

Glg. 2.2.5
| |
InQ =In V! =In V!
‘ N, !(N - N, )! N s\ (N s
— = ===
2 2 2 2
In Abschnitt 12.1 wird gezeigt, dass man diese Gleichung approximieren
kann durch die Relation %
b grofes N
Glg. 2.2.6 ®
2 <
S o)
Q. ~exp(NIn2)exp| ——— =
, ~exp(N1n2) p( 5 N] 5 _
) ) §
Wir fiihren an dieser Stelle die Variable s = 5/2 ein. Es gilt Nj = N/2 +s. = 3 5 /

Fiir die Anzahl der Konfigurationen finden wir
Makroskopische Variable ("s/N")

Glg.2.2.7 | Abb.2.4
~2 ~2 . .
0 ~Q, exp[— ‘;\f J -Q, exp[— S J GemiB dem Gesetz der grolen Zahl sind

2
(o)

die Fluktuationen von makroskopischen

mit Q) =exp(NIn2) und 0:\/2N

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(s) = Qs/Q ist also eine GauB-Vertei-

lung. Die Breite der GauB-Verteilung ist N'?/2. Die quadratisch-gemittelte Magnetisierung <M >>!"? is

~ ([pas) JN
<M >=H W =Oop=—H

31 In Englischen heiBt das quadratische Mittel auch ,,root-mean-square®, rms.

Parametern im Grenzfall einer groflien An-
zahl von Molekiilen, welche zu der betref-
fenden Summe beitragen, vernachlédssigbar
klein.

t3l

Glg.2.2.8
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Es wurde benutzt, dass die Standardabweichung® fiir die GauB-Verteilung gleich dem Parameter o ist.

In vielen Fillen interessiert man sich weniger fiir die Magnetisierung selbst, als fiir die normierte Mag-
netisierung <M *>"2/(N|u|). Fiir diese gilt

Glg.2.2.9
W)y
Nu 2N
Diese normierte Breite der Verteilung strebt also fiir N — o ge- v

gen Null. Dies ist das Gesetz der grofien Zahl** Die Abweichun-
gen der Magnetisierung von Null (allgemeiner: vom Mittelwert) -
heiBen ,,Fluktuationen®. Falls 6-10% Spins vorliegen, ist die nor- ‘
mierte Breite der Verteilung gegeben als (6x10%%)712/2 = 6x10713, S
Fluktuationen in dieser GréB3enordnung sind in der Regel nicht

messbar. Selbst wenn sie messbar sind,* gelten sie als nicht inte-

| Ll ||

Wenn alle makroskopischen Variablen eines System die Werte :

| B

eingenommen haben, die dem Maximum der Wahrscheinlichkeits-

Abb. 2.5
dichte entsprechen, ist es ,,im Gleichgewicht”. Auf die Herkunft Ein modifiziertes Galtonsches Brett, welches
der Bezeichnung ,,im Gleichgewicht™ gehen wir in Abschnitt 6.1 keine feste Schrittzahl und keine feste Schritt-

weite mehr hat. Gemél dem zentralen Grenz-
wertsatz ist die Verteilung von x immer noch
Es stellt sich nun die Frage, ob dermafBien weitgreifende Aussa- | €ine GauBi-Verteilung. Die Breite der Gauf3-
Verteilung skaliert immer noch mit der Wur-
zel der mittleren Anzahl der Schritte <N>, und
Ensembles gemacht werden kdnnen. Abb. 2.5 skizziert ein Gal- die normierte Breite strebt immer noch im

tonsches Brett, bei welchem die Négel irreguldr angebracht sind. Grenzfall von <N> — oo gegen Null.

ein.

gen auch fiir weniger idealisierte zufallsbestimmte Prozesse und

Damit sind sowohl die feste Schrittweite, als auch feste Anzahl der
Schritte verloren gegangen. Trotzdem ergibt sich eine GauB3-Verteilung. Dies ist die Aussage des zentralen
Grenzwertsatzes: Wenn fiir eine Summation von Zufallszahlen die einzelnen Zufallszahlen nicht miteinan-

der korreliert sind, dann sind im Grenzfall von N — o die Summen der Zufallszahlen GauB3-verteilt.>

32 Zur Standardabweichung und weiterhin zum mittleren Fehler von Mittelwerten siche Abschnitt 13.4.

33 Das Gesetz der groBen Zahl spielt seine Stirke unter anderem auch in der Chromatographie aus. Es wandern verschiedene Sub-
stanzen durch eine Séule und adsorbieren temporér auf den Oberflidchen der Kugeln, mit denen die Sdule gefiillt ist. Die Adsorpti-
onszeiten unterliegen einer recht breiten Verteilung. Wenn man einen Sensor erstellen wollte, welcher die Spezies aus der Ver-
weilzeit im adsorbierten Zustand ablesen sollte, wire die Trennschérfe dieses Sensors eher schlecht. Weil aber die Retentionszeit
nach Durchgang durch die Séule von der Summe der (untereinander unkorrelierten) Adsorptionszeiten abhéngt, hat die Chromato-
graphie eine exzellente Trennschérfe. Diese Summen sind eng verteilt auch wenn die Einzel-Adsorptionszeiten es nicht sind.

34 Heutzutage kann man mit entsprechendem Aufwand auch einzelne Spins vermessen.

35 Die GauB3-Verteilung ergibt sich nicht, wenn

- es eben doch Korrelationen zwischen den Einzelereignissen gibt

- es Ausreifler gibt (iiber Definition des Ausreiflers gehen wir hinweg)

- der Mittelwert nah am Minimum oder am Maximum der Wertemenge liegt.

Die GauB3-Verteilung ist nicht ganz so allgegenwirtig, wie der zentrale Grenzwertsatz es vermuten ldsst.

In Bezug auf die Korrelation muss man zwischen dem zentralen Grenzwertsatz und dem Gesetz der groflen Zahl unterscheiden.
Bisweilen liegen Korrelationen vor und die Verteilungen sind deshalb nicht GauB3-Verteilungen. Diese Verteilungen kénnen
gleichwohl so scharf sein, dass man Fluktuationen vernachlissigen darf. Uber Einzelheiten der Mathematik gehen wir hinweg.
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Kasten 2.1: Mittelwerte

Der Mittelwert einer Menge von N Zahlen ¢; ist definiert als
N

Ya

()=
N
Terminologie: Die Klammern <...> sind ,,gewinkelt, nicht ,,eckig®. Die eckigen Klammer sind [...].

Wenn man nur schreibt ,,<a>“, ist manchmal unklar, woriiber denn gemittelt wird. Es konnte ja fiir eine
feste Zeit iiber alle Partikel oder auch fiir nur ein Partikel iiber alle Zeiten gemittelt werden — oder beides. Im
thermodynamischen Gleichgewicht sind das ,,Schar-Mittel* (englisch: ensemble average) und das Zeit-Mittel
gleich groB. Bisweilen deutet man durch ein Subskript an, woriiber gemittelt wird. Man wiirde z.B. <...>zi
oder <...>panikel SChreiben.

Die Berechnung von Mittelwerten kann durchaus diffizil sein. Das tritt ein, wenn man nicht die Eigenschaf-
ten strikt aller Teilchen kennt. In Simulationen l4sst man oft eine begrenzte Anzahl von Partikeln durch den
Computer tanzen und gibt ihnen als Regeln die Gesetze der Physik mit. Am Schluss mittelt man (z.B.) die Ge-
schwindigkeiten tiber die Teilchen, die man simuliert hat, und hofft, dass dieses Ensemble représentativ fiir die
sehr viel mehr Teilchen in einem entsprechenden realen System ist.

Bisweilen wird nicht iiber Partikel oder Zeiten gemittelt sondern iiber Geschwindigkeiten oder Energien.
Damit sind dann aber meist Mittelwerte {iber alle Teilchen gemeint, wobei man die Teilchen nach den Ge-
schwindigkeiten oder Energien geordnet hat und annimmt, dass alle Teilchen in einer so geschaffenen Klasse in
gleicher Weise zum Mittelwert beitragen. Achtung: Dies ist dann ein gewichteter Mittelwert:

N

i=1
n; (das ,,Gewicht) ist dann die Anzahl der Partikel zu dem Wert a;. Auf gewichtete Mittelwerte wird auch in
Abschnitt 13.3 eingegangen. Manchmal findet man an <...> auch ein Subskript, welches die Gewichtsfunktion
anzeigen soll. So ist mit <...>emisch in der Regel gemeint, dass die Gewichtsfunktion die Boltzmann-Vertei-
lung (Glg. 5.13.5) sein soll. In diesem Skript wird das emisch 0ft nicht dazugeschrieben. Mittelwerte sind im
Zweifel im thermische Mittelwerte.

Die normierte Breite der Verteilung wird fiir gro8e N klein. N ist in der Physikalischen Chemie immer
grof} in diesem Sinn. Deshalb nennt man das ideale Gasgesetz ein ,,Gesetz“. Praziser wire ,,ideale-Gas-Re-
gel“, denn Ausnahmen sind grundsétzlich vorstellbar. Die mikroskopischen Gleichungen wiirden es grund-
sdtzlich zulassen, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt der Druck auf die Wand nur halb so groB ist, wie von
der idealen Gas-Regel vorhergesagt. Dies ist aber so unwahrscheinlich, dass man die ideale Gas-Regel als
ideales Gasgesetz betrachtet. Sehr kleine Abweichungen vom idealen Gasgesetz sind tibrigens durchaus ex-
perimentell nachweisbar. Stelle das ideale Gasgesetz (Abschnitt 3.1.2) so um, dass die Anzahl-Dichte auf
der linken Seite steht: p = n/V = np/(RT). Die Dichte ist nahezu konstant aber eben nur nahezu. An den —
sehr kleinen — Dichte-Fluktuationen wird ein wenig Licht gestreut.

Merke

- Wer iiber die Beziehung zwischen der mikroskopischen und makroskopischen Welt nachdenkt, muss die
Anzahl der Mikrozustdnde zu einem gegebenen Makrozustand im Auge behalten. Diese Anzahl spielt die
alles iiberragende Rolle. Nach einiger Zeit (nach der ,,Relaxationszeit™) wird derjenige Makrozustand
eingenommen, dem die meisten Mikrozustidnde entsprechen.

— Die Parameter, welche einen Makrozustand charakterisieren, sind oft Summen oder Mittelwerte tiber viele
Zufallszahlen, wobei die letzteren oft den Einzelpartikeln zugeordnet sind.
- Gemail dem zentralen Grenzwertsatz sind die Summen von unkorrelierten Zufallszahlen im Grenzfall von

N — oo Gaul-verteilt.
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- Das Maximum dieser Verteilung entspricht dem thermodynamischen Gleichgewicht. Wenn die Thermo-
dynamik anwendbar ist, streben die makroskopischen Systeme zu diesem Maximum (will sagen: zum
Gleichgewicht).

- Die normierte Breite der Gaul3-Verteilungen, welche aus dem zentralen Grenzwertsatz resultieren, skaliert
wie N™ 12, wird also fiir makroskopische Systeme unmessbar klein. Dies ist das Gesetz der grof3en Zahl.
Fluktuationen von makroskopischen Parametern sind oft vernachlassigbar klein.
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3 Ideale und reale Gase
3.1 Das ideale Gas
3.1.1 Wohldefinierte Zustinde

Am Anfang der Gleichgewichts-Thermodynamik steht die Beobachtung, dass fliissige und gasformige
Medien kein Langzeitgedachtnis haben. Sie nehmen einen wohldefinierten Zustand ein, welcher nur von den
»ZustandsgroBen®, nicht jedoch von der Vergangenheit abhdngt. Zu den Zustandsgrofien der Thermodyna-
mik gehoren der Druck, die Temperatur und das Volumen. Auch das Magnetfeld, die Magnetisierung, das
elektrische Feld, die elektrische Polarisation, und die Farbe des in der Einleitung besprochenen Milchkaffees
sind Zustandsgroflen. Wir bleiben hier bei Druck, Volumen und Temperatur. Keine Zustandsgré3en im
Sinne der Thermodynamik sind der Ort, die Orientierung einer Probe im Raum oder die Geschwindigkeit
einer Probe, denn diese GroBen sind nicht das Ergebnis eines Strebens zum Gleichgewicht.*®

Von den Zustandsgréfen zu unterscheiden sind die Prozessgrofien. Beispiele fiir Prozessgrofien sind
die Arbeit und die Warmemenge. Diese nehmen zwar einen Einfluss auf die Innere Energie und die Entro-
pie, aber man kann einem Zustand nicht eindeutig eine Arbeit oder eine Warme zuschreiben. Einige Rand-
bemerkungen:

— In der Quantenmechanik ist ein Mikrozustand grundsétzlich eine Wellenfunktion aller Teilchen gemein-
sam. Oft ist mit einem ,,Zustand* aber auch eine Wellenfunktion eines einzelnen Partikels gemeint. Um
Unterschied zu den Mikrozusténden der klassischen Mechanik, gibt es bei Wellenfunktionen relative Pha-
sen und Interferenz.

— Makrozustdnde sind nicht zwingend Gleichgewichts-Zustiande. Falls es sich um Gleichgewichts-Zu-
stinde handelt, macht die Gleichgewichts-Thermodynamik vielerlei Aussagen iiber sie.

- Das Erreichen eines Gleichgewichts-Zustands braucht eine gewisse Zeit (in etwa die Relaxationszeit).
3.1.2  Das ideale Gasgesetz
Man findet empirisch, dass fiir hinreichend verdiinnte Gase im Gleichgewicht gilt

Glg. 3.1.1
pV =nRT

R =8.314 J/(mol K) ist die Gaskonstante. Beachten Sie: R ist keine Naturkonstante im engeren Sinne, weil
ihr Wert von der Definition des Mols,*” des Kelvins und des Joules abhéngt. 7 ist die Stoffmenge in Einhei-
ten von mol.

An dieser Stelle ist die Geschichte recht interessant. Dass p proportional zu 1/V sei, erkannte Boyle im
Jahr 1662, also schon vor langer Zeit. Dass das Produkt pV proportional zu T sei, haben Gay und Lussac erst
viel spéter erkannt (um etwa 1800). Schon im Jahr 1811 folgte das Gesetz von Avogadro und damit war das
ideale Gasgesetz komplett. Das Gesetz von Avogadro ist am tiefsinnigsten.® Es ist mitnichten so, dass die

36 Auch wenn Druck, Volumen oder Temperatur von auen vorgegeben sind, gelten sie als ZustandsgroBen. Dann streben andere, zu
diesen GrofBen ,.konjugierte* Variablen zum Gleichgewicht.

37 Wann schreibt man mol und wann Mol? ,,mol* ist die Einheit (so wie in ,,3 kg*). Mol ist das Objekt (so wie in ,,das Kilogramm®).

38 Avogadro kannte den Wert der Avogadro-Konstanten Na nicht. Das Mol kann definiert werden, ohne dass die Anzahl der Mole-
kiile in einem Mol bekannt wére. Robuste Werte fiir Na wurden erst in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts bestimmt. Man
benannte diese Konstante nach Avogadro, weil er die Existenz dieser Konstanten erfasst hatte (und er das Konzept der Molekiile
erfasst hatte).
Seit 2019 ist Na durch eine Konvention fixiert. Es gilt Na = 6.02214076x10% mol!, so bestimmt von der Generalkonferenz fiir
MaBe und Gewichte. Seit 2019 ist sind Stoffmenge und das Mol {iber die Avogadro-Konstante definiert. (Vorher war es umge-
kehrt, siche FuBinote 39.)
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Dichte eines Gases in Einheiten von g/L bei T'=298.15 K fiir alle Gase denselben Werte hatte. Der Wert
von pV/T ist aber fiir alle Gase gleich. Weiterhin reagiert ein Liter von gasformigem Wasserstoff mit einem
Liter von gasformigem Fluor zu einem Liter des Gases HF. (Fiir dieses Argument wurde eine Reaktion mit
trivialen stochiometrischen Koeffizienten gewéhlt.) Die Gesetze der Stdchiometrie kann man fiir Gas-Reak-
tionen aus den Gas-Volumina ablesen. Wenn man Stoffgewichte zugrunde legt, ist alles miithsamer.

Wir nennen die Menge eines Gases, das sich bei einer Temperatur von 25 °C in einem Volumen von
24.79 L eines Gases befinden, ,,1 mol“.** Uber die Anzahl der Molekiile pro Mol N wird an dieser Stelle
keine Aussage gemacht. Wir weisen dem Gewicht von einem Mol H, den Wert ,,2 amu* zu. amu ist die ato-
mare Masseneinheit (atomic mass unit). Aus den Quotienten errechnen sich die ,,Molekulargewichte®, die
letzteren ebenfalls in Einheiten von amu. Es zeigt sich, dass diese Molekulargewichte nahezu ganzzahlig
sind (nur nahezu, aber das ist ein anderes Thema). Weiterhin sind die Summen der Molekulargewichte bei
chemischen Reaktionen erhalten. Fiir dieses Argument bendtigt man weder den Wert von Na noch den Wert
der atomaren Masseneinheit in Gramm.*

Das Zusammenfiihren der Gasgesetze einerseits und der Stochiometrie andererseits war das Verdienst
von Avogadro. Der erste Teil dieser Synthese besagt, dass Gase aus Partikeln bestehen (welche klein sind,
durch den Raum fliegen, und von Zeit zu Zeit miteinander stoflen). Der zweite Teil dieser Synthese besagt,
dass diese Partikel auch Molekiile sein kdnnen. Das Wort ,,Molekiil* stammt von Avogadro.

Bisweilen wird Glg. 3.1 durch die Stoffmenge geteilt. Dann gelangt man von extensiven Gréfien zu
»molaren* GroBBen. Molare Grofen erhalten in diesem Skript einen Balken. Man schreibt

Glg. 3.1.2

Man kann sich merken, dass fiir das ideale Gas bei p = 1 bar und 7= 298.15 K das Molvolumen gegeben ist
als VV'=24.79 L (,,L* fiir Liter).

Chemiker rechnen, wenn eine Stoffmenge auftritt, gerne mit dem Mol, Physiker rechnen gerne mit der
Anzahl der Partikel N. Es gilt

Glg. 3.1.3
N=N,n

N4 = 6.022x10% mol™! ist die Avogadro-Konstante.* Wenn man die Gaskonstante R durch Na teilt, gelangt
man zur Boltzmann-Konstanten kz:

Glg.3.14

R
ke, =—
NA

Der Zahlenwert von kg ist 1.38x107% J/K. Physiker driicken das ideale Gasgesetz auch gerne als

3 Genaugenommen liegt (lag, siche FuBnote 38) die Einheit der Stoffmenge bei 12 g des Kohlenstoff-Isotops '>C. Diese Definition
ist nicht strikt dquivalent zu der Definition iiber die Menge eines Gases in einem Volumen von 34.79 L bei 7=298.15 K. Auch die
atomare Masseneinheit amu war iiber 12C definiert, nicht iiber 'Ha.

40 1 amu entspricht 1.66054x10724 g.

41 Es heiBt Avogadro-Konstante (statt Avogadro-Zahl), denn N ist dimensionsbehaftet. N4 hat die Einheit mol='.
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Glg. 3.1.5
N N

=k, —T =—k,T
p By %

B

N/V ist hier die Anzahldichte der Partikel. Das Mol kommt in dieser Formulierung nicht mehr vor.

Das ideale Gasgesetz wird mikroskopisch dahingehend interpretiert, dass sich Punktteilchen i.W. wech-
selwirkungsfrei durch den Raum bewegen. Die Wechselwirkungsfreiheit darf aber nicht so perfekt sein, dass
StoBe ganz unterbleiben wiirden. Man findet einen recht grolen Bereich von Gas-Dichten, in denen einer-
seits das ideale Gasgesetz gilt und andererseits die StoBe ein Gleichgewicht herbeifiihren.*?

Das ideale Gasgesetz kann man relativ einfach aus der kinetischen Gastheorie ableiten (Abschnitt 3.2).
Die kinetische Gastheorie macht zwar von der Atom-Hypothese Gebrauch, nicht aber von der Quantenme-
chanik. Der Umstand, dass man das ideale Gasgesetz aus der kinetischen Gastheorie ableiten kann, stiitzt die
Atom-Hypothese.

Bei hinreichender Verdiinnung ist das ideale Gasgesetz universell. Es ist ,,un-chemisch®. Der Druck
héngt ab von der Temperatur, dem Volumen und der Stoffmenge. Die Eigenschaften der betreffenden Mole-
kiile spielen hier strikt gar keine Rolle. Die Eigenschaften der Molekiile spielen eine etwas grofere Rolle
beim realen Gas, eine noch grofere Rolle bei den Fliissigkeiten, eine noch groBere Rolle bei den kristallinen
Festkorpern und sie spielen die groB3te Rolle bei der Wechselwirkung zwischen einzelnen Molekiilen, z.B. im
Zusammenhang mit dem ,,Schliissel-Schloss-Prinzip“. Die Chemie (die Unterschiedlichkeit der Molekiile)
ist dann bedeutsam, wenn es — erstens — Wechselwirkungen gibt und wenn — zweitens — keine Symmetrien
der Entfaltung der spezifischen Eigenschaften eines Molekiils im Wege stehen. Symmetrien sind ebenfalls
universell (wenn man davon absieht, dass es verschiedene Symmetrie-Klassen gibt).

Man unterscheidet in der Physikalischen Chemie (und auch beim idealen Gasgesetz) zwischen extensi-
ven und intensiven Groflen. Extensive Groflen sind additiv, wenn zwei gleichartige Systeme zusammenge-
fiigt werden, intensive GroBen bleiben gleich. In Glg. 3.1 sind das Volumen und die Stoffmenge extensive
GroBen, der Druck und die Temperatur sind intensive GroBen. Extensive und intensive Gréfen treten oft
paarweise auf. Darauf wird in Abschnitt 6.1 niher eingegangen. So ist es auch hier: Druck und Volumen
treten gemeinsam auf der linken Seite auf. Die GréB3en Druck und Volumen sind in einem gewissen Sinn
zueinander konjugiert.

Rein formal ist das Molvolumen eine intensive GroBe. Man kann aus allen extensiven GroBen formal
intensive Gro3en machen, indem man auf die Stoffmenge normiert. Das ist jedoch irrefiilhrend. Charakteris-
tisch fiir viele intensive Grofen ist, dass die Werte in zwei verschiedenen Systemen gleich sind, wenn ein
Gleichgewicht hergestellt wurde (p beim hydrostatischen Gleichgewicht, T beim thermischen Gleichge-
wicht).

3.1.3  Zu den Begriffen Druck und Temperatur

Druck und Volumen werden in der Physik auf elementarer Ebene definiert. Wir rekapitulieren kurz die
Definition und die Einheit des Drucks. Der Druck ist (z.B. auch als osmotischer Druck oder auch als Kapil-
lardruck) in der Physikalischen Chemie von iibergreifender Bedeutung.

42 Der Gasdruck, unterhalb dessen die StoBe zwischen Molekiilen verloren gehen, ist etwa 1073 millibar. Dann fiihren aber im-
mer noch die StéBe mit der Wand das Gleichgewicht herbei.
Im interstellaren Raum und auch im intergalaktischen Raum sind die Dichten so gering, dass Sto8e selten sind. Selbst dort
fithren die wenigen St6Be im Laufe der Jahrmillionen eine ,,Thermalisierung* herbei in dem Sinne, dass man diesen Medien
eine Temperatur zuweisen kann.
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Druck ist Normalkraft pro Fliche.** Die SI-Einheit ist das Pascal (Pa). Der Zufall will es, dass der At-
mosphirendruck sehr nahe bei 10° Pascal liegt. Deshalb hat man diesem Druck den Namen ,,bar* gegeben.
Es gilt 1 bar = 10° Pa. Veraltet ist die Einheit ,,Atmosphére* (1 atm = 1.01325 bar). Eine Atmosphire ist
fast genau 1 bar. In der Vakuum-Physik ist die Einheit ,,Millibar* (mbar) verbreitet. Das liegt an einer wei-
teren veralteten Einheit, dem Torr. 1 Torr ist der Druck unter einer Saule von Quecksilber mit einer Hohe
von 1 mm. 1 bar entspricht etwa 760 Torr und deshalb ist ein Millibar ungefahr 1 Torr. (Auf einen Faktor
1.3 im Druck kommt es in der Vakuum-Physik eher selten an.)

Ein Druck von 1 bar ist oft der Standard-Druck. ,,Standard* hat oft das Superskript ,,©“.** Wenn Stoff-
Eigenschaften (Dichte, Verdampfungswérme, Standardpotentiale in der Elektrochemie etc.) tabelliert wer-
den, beziehen sich die Werte auf Standard-Bedingungen,* wobei leider nicht immer klar ist, welche Bedin-
gungen genau dies sind. Manchmal ist der Standard-Druck auch pe = 1 atm. Neben dem Standard-Druck
gibt es auch eine Standard-Temperatur, oft (aber nicht immer) gegeben als Te = 298.15 K (entsprechend
25°C). Die Bedingung pe = 1.013 bar und Te = 298.15 K heilit ,,SATP* fiir ,,standard ambient temperature
and pressure. Leider gibt es eine ganze Reihe von anderen Konventionen (und auch viele Inkonsistenzen in
den Bezeichnungen). Das NIST (National Institute of Standards and Technology) verwendet eine Tempera-
tur von 20°C und einen Druck von 1 atm. Eine Randbemerkung: ,,Standard-Bedingungen® spielen auch in
der Definition der Aktivitdt (Abschnitt 9.5) eine zentrale Rolle. Teil dieser Standard-Bedingungen ist oft ein
Druck von 1 atm, aber man darf ,,SATP* (oder eine der anderen Konventionen) nicht mit diesen Standard-
Bedingungen gleichsetzen.

In der chemischen Technik wird oft unter Druck gearbeitet.** Auch groBe Anlagen kénnen unter einem
Druck von mehreren kbar stehen. An dieser Stelle ist das bar die handlichste Einheit und deshalb muss man
sich den Umrechnungsfaktor von 10° (1 bar = 10° Pa) merken. Es sei an dieser Stelle eine Meinung kommu-
niziert: Wenn man in der Physikalischen Chemie etwas ausrechnen will, rechnet man am besten zuerst alle
Eingangsgrofien in die SI-Einheiten um, fiihrt dann die Rechnung durch, und rechnet am Ende — falls sinn-
voll — das Ergebnis zuriick in die bequeme Einheit. ,,Bequeme Einheiten* sind z.B. das A (das Angstrom)
fiir molekulare Dimensionen, der Liter fiir das Volumen, das bar fiir den Druck, das Debye fiir das Dipolmo-
ment und milliN/m fiir die Oberflichenspannung. Es gibt viele weitere Beispiele.

Die hdchsten im Labor erreichten Driicke liegen bei einigen Mbar*’ (,,Megabar“®). Dies ist auch in
etwa der Druck im Zentrum der Erde. Ein sehr gutes Vakuum hat 107! mbar, wobei es im Falle des Vaku-
ums nicht um die Kraft auf die Wand, sondern um die Dichte des Restgases geht. In der Astronomie kom-
men sowohl am oberen, als auch am unteren Ende Skala ganz andere Werte vor. Es besteht ein Druck von
2x10" bar im Zentrum der Sonne und ein Druck von etwa 10% bar im Inneren von Neutronensternen.* Im
intergalaktischen Raum ist der Druck 107 bar. Dies entspricht einer Dichte von etwa einem Partikel pro
Kubikmeter.

43 Eine Tangentialkraft pro Fliche heifit in der Regel ,,Spannung*, bisweilen auch ,,Tangentialspannung®.

4 In diesem Skript wird in Formeln fiir ,,Standard-Bedingungen* auch ,, " geschrieben, weil dieses Zeichen fiir den Formel-Editor
einfacher zugénglich ist.

4 Standard-Temperatur und Standard-Druck werden giinstiger Weise dann nicht zugrunde gelegt, wenn man die betreffende GroBe
bei Phasenkoexistenz messen will. Die Verdampfungs-Enthalpie von Wasser misst man gerne bei 1 bar und 100°C.

46 Hoher Druck befordert oft die Ausbildung von chemischen Bindungen, weil die Bindungen meist das Volumen ein wenig senken.

47 Driicke bis zu 1 Gbar werden fiir einen Zeitraum von einigen Nanosekunden im Zentrum der Targets fiir inertial confinement
fusion erreicht. Wegen des hohen Drucks sind diese Anlagen nicht nur fiir die Kernfusion interessant.

4 Wer die Vorsilben fiir die Zehnerpotenzen nicht im Kopf hat, sollte diese Liicke anhand von Tabelle 3.1 schlieBen.

4 Hohere Driicke kann es nicht geben, weil hoher Druck in der Quantenmechanik hohe Partikelgeschwindigkeiten nach sich zieht.
Partikel kdnnen aber nicht schneller fliegen als das Licht.
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Fiir die Temperatur besteht eine einfache Definition zunéchst nicht. Die Temperatur ist zunichst das,
was das Thermometer misst. (Das kann nicht die ultimative Definition sein.) Ein Thermometer ist eine Vor-
richtung, die anhand irgendeiner temperaturabhéngigen Grofe (z.B. einer Warmeausdehnung oder eines
elektrischen Widerstands) die Temperatur ablesbar macht. Fiir ein gutes Thermometer hiangt die abgelesene
Grofe so gut wie nicht vom Druck und/oder der Luftfeuchte ab. Die Erfahrung zeigt, dass es einfach ist,
gute Thermometer zu bauen. Als Erfolg zihlt in diesem Zusammenhang, dass die Vielzahl der verschiede-
nen Thermometer mit wenig Aufwand dazu gebracht werden kdnnen, iibereinstimmend Temperaturgleich-
heit zwischen zwei Korpern zu diagnostizieren (oder eben nicht zu diagnostizieren, aber im letzteren Fall
sind sich wiederum alle Thermometer einig). Diese Gleichheiten fiihren auch den Namen ,,Nullter Hauptsatz
der Thermodynamik®. Fiir eine exaktere Formulierung des Nullten Hauptsatzes verweisen wir auf Wikipe-
dia.

Auf der Suche nach den kleinsten und groten Drii- Tabelle 3.1

cken sind wir im Universum fiindig geworden. Dasist  Die Vorsilben fiir Zehnerpotenzen

bei der Temperatur anders. Im Universum ist es selten - - - -
. . . Faktor | Vorsilbe | Zeichen | Faktor | Vorsilbe | Zeichen
kalter als 2.7 K, das letztere die Temperatur des kosmi-
. . . . 1015 Peta P 10713 Femto f
schen Mikrowellenhintergrunds (Abschnitt 5.10). Bis- -
. . . . . . . 102 Tera T 10712 Piko p
weilen bewirkt auch im Universum eine adiabatische 0 Gi G pe N
Expansion (eine Art Kiihlschrank) noch tiefere Tempe- o Mlga y 10 MTO 1
. cga - 1K10
raturen (z.B. im Bumerang-Nebel, dort 7~ 1 K), aber .g — s
) . . . 103 Kilo k 1073z Milli m
diese Temperaturen sind noch weit entfernt von den ei- 0 Hok N 0 St
. . C . . ) t B
nigen pikoKelvin, die im Labor erreicht werden. Diese oo entt ¢
10! Deka da 107! Dezi d

pikoKelvin werden fiir Ionen in Ionenfallen erreicht.

Fiir makroskopische Festkorper liegt der Kélterekord bei

einigen mikroKelvin. Die hochsten Temperaturen in diesem Universum werden nicht etwa bei Supernova-
Explosionen erreicht (dort 7'~ 10'! K), sondern in Darmstadt (von Zeit zu Zeit, von Zeit zu Zeit auch in Genf
und in Brookhaven). In den Laboren der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung (GSI) in Darmstadt werden
Atomkerne aufeinander gejagt. Bisweilen entsteht ein Quark-Gluonen-Plasma. Es bildet sich fiir einen
Bruchteil einer Nanosekunde ein thermodynamisches Gleichgewicht (oder jedenfalls etwas, was dem nahe-
kommt) und die Temperatur liegt iiber 10'2 K (so sagt man).>°

3.1.4 Die mittlere thermische Energie

Die Variablen wurden auf der rechten Seite Glg. 3.1.5 nochmals umgestellt, um zu betonen, dass der
Druck zwar grundsétzlich definiert als eine Kraft pro Flache ist, dass man ihn in vielen Féllen aber auch als
eine Energie pro Volumen auffassen kann. Diese Bemerkung geht {iber eine reine Dimensions-Betrachtung
hinaus. Der Hintergrund ist (oft) ein physikalischer Sachverhalt. Im Fall des idealen Gases ist der Druck in
etwa die thermischer Energie aller Partikel geteilt durch das GefaBvolumen. (Wir werden auf eine solche
Betrachtung im Zusammenhang mit dem osmotischen Druck in Abschnitt 9.10 zuriickkommen. Fiir den os-
motischen Druck gilt eine solche Aussage ganz ausdriicklich nicht.)

30 Die hochste Energie eines Elementarteilchens, die jemals gemessen wurde, war 3-10%° eV. Dies war ein Ereignis in der Ho-
henstrahlung (auch ,,kosmische Strahlung). Zum Vergleich: In Elementarteilchen-Beschleunigern erreicht man etwa 10'# V.
Wenn man diese Energie mit £ ~ kg7 in eine Temperatur umrechnet, gelangt man zu 7'~ 3-10% K. Das sollte man aber nicht
tun, denn die hohe Energie dieser Partikel ist nicht thermischen Ursprungs. Im Universum gibt es gelegentlich extrem starke
magnetische Felder. Wenn diese sich bewegen, entstehen gemél Induktionsgesetz extrem starke elektrische Felder. Die Be-
schleunigung erfolgt in diesen Feldern (so wie in den Elementarteilchen-Beschleunigern auch), hat also nicht eine extrem hohe
Temperatur als Ursache.
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An dieser Stelle sollte man sich Zahlenwerte merken. Die Grof3e kg7 ist in etwa die ,,thermische Ener-
gie pro Partikel“. Dies ist der Inhalt des Gleichverteilungssatzes, bewiesen in Abschnitt 12.2. Achtung: Bei
dieser Bezeichnungsweise geht man liber Zahlenfaktoren hinweg. Wie in Abschnitt 3.2 besprochen, ist die
thermische Energie pro Partikel etwas grofler als k7. Fiir das einatomige Gas (keine Schwingungen, keine
Rotation) ist die thermische Energie 3/2 k3T.

Bei Raumtemperatur (7'~ 298.15 K) ist die thermische Energie pro Molekiil ungefahr ks7 ~ 4-1072! J.
Chemiker merken sich gerne statt der thermischen Energie pro Molekiil die thermische Energie pro Mol.
Diese ist gegeben als RT =~ 2.48 kJ/mol. Die thermische Energie bei Raumtemperatur ist gewissermaf3en die
1€ Miinze der Energie-Skala in der Physikalischen Chemie. Physikochemiker:innen vergleichen alle Ener-
gien stets mit k37 oder RT. Wenn sie horen, dass die Bindungs-Energie einer C-C Bindung etwa 350 kJ/mol
betrage, denken sie sofort: ,,Das ist deutlich grofer als RT, wahrscheinlich wird eine solche Bindung nicht
thermisch induziert zerfallen.*

Kasten 3.1

Zu den Konzentrationsmafien

Aus der Sicht des Physikochemikers sind die beiden wichtigsten Konzentrationsmafle der Molenbruch (x; = n/n)
und die Molaritdt (Konzentration in Einheiten von mol/L). J als Index bezeichnet eine Spezies. Achtung: Ein Liter
sind 1073 m?3, wobei m? die SI-Einheit ist. Wenn Sie in einer Formel einen Faktor 1000 vorfinden, der nicht erklirt
wird, stammt er moglicherweise aus einer Konzentrationsangabe in mol/L.

Die im Zéhler stehende Grofe sollte idealerweise eine Stoffmenge sein, kein Gewicht oder Volumen. In dieser HinA
sicht sind Gase giinstig, denn die Stoffmenge ist proportional zum Volumen. Andernfalls muss man umrechnen, und
dazu benétigt man im Allgemeinen das Molekulargewicht. Ein Problem entsteht, wenn das Molekulargewicht nicht
oder nur ungenau bekannt ist. Das ist bei Polymeren oft der Fall. Dann schreibt man in den Zéhler in der Regel das
Gewicht oder das Volumen. Praktisch besser handhabbar ist das Gewicht (oft als wy = m/m;, mit m der Masse). Fiir
manche Rechnungen (insbesondere in der Polymerphysik) ist auch der Volumenbruch giinstig.

Im Nenner stehen erneut Stoffmenge, Gewicht oder Volumen. Der Nenner ist meistens — aber nicht immer — die
gesamte Stoffmenge, das gesamte Gewicht, oder das gesamte Volumen. Manchmal bezieht sich der Nenner aber nur
auf das Losungsmittel oder eine andere BezugsgroBe (z.B. das Gewicht des organischen Anteils). Um diesen Kompli-
kationen und den potentiellen Missverstindnissen auszuweichen, werden bei Rezepturen bisweilen auch die eingesetz-
ten Mengen (oft in der Einheit g) angegeben. Die Umrechnung auf die Konzentrationen (in welchen Einheiten auch
immer) tiberldsst man dann dem Leser.

Beim Volumen gibt es ein besonderes Problem. Beim Mischen von Fliissigkeiten ist das Gesamt-Volumen nicht
strikt additiv. Es gibt ein sogenanntes ,,Mischungsvolumen®. Dem kann man ausweichen, indem man sich auf das Ge-
wicht bezieht. Das Gesamtgewicht bleibt beim Mischen von Stoffen konstant (wenn man von ganz aullerordentlich
kleinen, derzeit messtechnisch nicht zugénglichen relativistischen Effekten folgend der Gleichung E = mc? absicht).
Weiterhin hingt die Stoffmenge, die in einem Liter eines Losungsmittels enthalten ist, von Temperatur und Druck ab.
Auch hier ist das Gewicht die giinstigere Groflie. Will sagen: Wenn es auf Genauigkeit ankommt, ist die Mola/iltét
(statt der Molaritit) die giinstigere Grofle. Die Molaliltét hat die Einheit mol / (kg des Losungsmittels). Achtung: Im
Nenner steht nicht die Gesamt-Menge.

Von der Verwendung der ,,Aquivalent-Konzentration® fiir Ionen in Elektrolyten wird abgeraten. Die ,,Aquivalent-
Konzentration ist die Konzentration in mol/L multipliziert mit der Ladungszahl. Mehr in Wikipedia (de.wikipedia.org
/wiki/Aquivalentkonzentration). Wenn man mit der Aquivalent-Konzentration (veraltet ,,Normalitit“, Einheit N statt M|
letzteres fiir mol/L) rechnet, verschwinden in manchen Gleichungen die stochiometrischen Koeffizienten. Aber natiir-
lich verschwinden sie nicht, sie sind nur hinter der Definition der Aquivalent-Konzentration verborgen. Es ist einfa-
cher, mit den gewo6hnlichen Konzentrationen zu rechnen und die stochiometrischen Koeffizienten mitzuschleifen.

Dies beendet nicht die Liste der Komplikationen (Stichworte: Konzentration und Aktivitit, Osmolaritdt, lonen-
stirke, ...), aber wir brechen hier ab. Anders ausgedriickt: Sie werden sich in diese Fragen erneut vertiefen, wenn Sie
sich praktischen Problemen aussetzen. Wenn Sie ihre Vorgehensweisen berichten, werden Sie auf korrekte Benennung
des von Thnen gewihlte Konzentrationsmafles achten miissen. Bisweilen muss man einen separaten Satz — oder auch
mehrere Sdtze — investieren, um Missverstindnisse auszuschlieBen.
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3.1.5 Der Partialdruck

Wir sind schon bei der Diskussion des Drucks in Vakuum-Apparaturen auf den Umstand gestoBen, dass
mit einer Druck-Angabe eigentlich eine Konzentrations-Angabe (Menge an Rest-Gas pro Volumen) gemeint
ist. Eine dhnliche Situation besteht fiir den Partialdruck.

Zunichst zum Daltonschen Gesetz: Wenn das ideale Gasgesetz gilt (nur dann), ist der Gesamt-Druck
beim Zusammenfiigen von verschiedenen Spezies in einem gewissen, konstanten Volumen additiv. Es gilt

Pt = Z Py
7

Glg. 3.1.6

p. sind die Driicke der Einzel-Gase vor dem Zusammenfiigen. Nachdem das ideale Gasgesetz universell ist,
andert sich der Druck nicht, wenn Gas-Mischungen zum Einsatz kommen. Der Druck ist stets proportional
zur gesamten Stoffmenge.

Der Partialdruck ist definiert als

Glg. 3.1.7
. nJ
b, =x,p=—"p
ntot
Xj = nj/n. ist hier der Molenbruch der Komponente J. Das Zeichen ,,;=* meint eine Definition (zu unter-

scheiden von dem Ergebnis einer Rechnung).

Es gibt hier eine Feinheit. Der Partialdruck ist immer definiert wie oben, auch dann, wenn ein reales
Gas vorliegt. Mit Gleichung Glg. 3.1.7 ist nicht etwa impliziert, dass der Druck auf die Wand zu exakt ei-
nem Anteil x; auf StoBe von Molekiilen der Spezies J mit der Wand zuriickgehe. Das ist bei einem realen
Gas nicht der Fall. (Die Frage ist weitgehend irrelevant.)

Der Partialdruck ist ein Konzentrationsmaf3. Konzentrationsmal3e sind in der Physikalischen Chemie so
wichtig (mit oft nicht antizipierten Schwierigkeiten im Detail), dass wir einige Bemerkungen zu Konzentrati-
onsmaflen in Kasten 3.1 zusammenfiihren.
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3.1.6 pV-Diagramme

Gemal dem idealen Gasgesetz wird der Zustand eines
Gases durch zwei unabhiingige Variable festgelegt. Wei-
tere Variablen mag es geben, aber diese sind nicht frei
withlbar.! Man kann z.B. als unabhiingige Variablen
Druck und Volumen wéhlen. Fiir diesen Fall ist die Tem-
peratur liber das ideale Gasgesetz an Druck und Volumen
gekoppelt. Man konnte aber auch Temperatur und Druck
als unabhingig wihlen. Dann ist das Volumen die abhén-
gige Variable. Das ideale Gasgesetz ist eine Zustandsglei-
chung.®* Solche Zustandsgleichungen gibt es auch fiir re-
ale Gase und Fliissigkeiten. Bei der Wahl der beiden unab-
hingigen Variablen ist man frei. Es konnen die Variablen
pund T, die Variablen p und V, die Variablen /' und T oder
auch Kombinationen aus diesen Variablen sein.

Abb. 3.1

Die Abhéngigkeit der Temperatur von Druck
und Volumen gemif idealem Gasgesetz als
3D-Plot.

Die Abhédngigkeit des Zustands von zwei Variablen ist
fiir die diagrammatische Darstellung ein gewisses Problem.
Wenn die betreffende Software vorliegt, kann man immer 3D-
Plots erstellen, wie in Abb. 3.1 gezeigt. Populr ist auch das
pV-Diagramm (Abb. 3.2). Unabhéngige Variablen im pV Di-
agramm sind — wie der Name sagt — Druck und Volumen, wo-
bei das Volumen gewohnlich nach rechts gezeichnet wird.
Die Temperatur wird {liber die sogenannten Isothermen (be-
schriftet oder auch nicht) eingezeichnet. Abb. 3.2 zeigt nur
eine Isotherme. Ein Diagramm mit mehreren Isothermen fin-
det sich z.B. in Abb. 3.9. In das pV-Diagramm kann man
auch Linien konstanten Drucks, konstanten Volumens, kon-
stanter Entropie und anderer konstanter GroBen einzeichnen.
Auf die Linien konstanter Entropie kommen wir in Abschnitt
7.7 zuriick. pV-Diagramme sind besonders wichtig fiir das
reale Gas (Abschnitt 3.3). Fiir das reale Gas sind die Isother-
men interessant und instruktiv.

Unten links in Abb. 3.2 ist ein Bereich eingezeichnet, in
dem das ideale Gasgesetz nicht gilt. Solche Bereiche sind ty-
pisch fiir pV-Diagramme. In Abschnitt 3.3 wird in ein pV-
Diagramm ein ,,Instabilitdts-Bereich eingetragen sein.

Ubungsaufgabe: Fertigen Sie fiir das ideale Gas ein
VT-Diagramm an und tragen Sie die Isobaren ein.

Isobare
- — |sotherme
! + + + Adiabate
I (Isentrope)
1 — + = |sochore

Abb. 3.2

Ein pV-Diagramm.

Man verzichtet auf eine dreidimensionale Dar-
stellung und zeichnet stattdessen Linien zu
konstanter Temperatur in die pV-Ebene ein.
Hier ist nur eine solche Isotherme (rot, gestri-
chelt) dargestellt.

Die ,,Isobare* (eine Linie mit konstantem
Druck) und die Isochore (eine Linie mit kon-
stantem Volumen) sind in dieser Darstellung
trivial. Die blau gepunktete Linie zeigt eine
Adiabate. Eine Adiabate ergibt sich, wenn das
Gas wihrend der Zustandsidnderung keine
Wirme mit der Umgebung austauscht. Falls
der Prozess als Gleichgewichtsprozess gefiihrt
ist, bleibt dann die Entropie konstant. Dann
ist die Adiabate eine Isentrope.

3! Elektrische und magnetischer Felder bleiben hier auen vor. Andernfalls wiren auch das elektrische Feld und das magnetische
Feld denkbare unabhéngige Variablen. Auch die Stoffmenge n sei fest. Wesentlich ist an dieser Stelle, dass es mehrere unabhén-

gige Variablen gibt und dass dies Komplikationen nach sich zieht.

32 In Abschnitt 3.2 wird diese Zustandsgleichung aus der kinetischen Gastheorie abgeleitet. Man kann die Zustandsgleichung (und
alle anderen Zustandsgleichungen, z.B. fiir Fliissigkeiten) auch aus der Forderung ableite, dass die Entropie maximal sein solle.

Diese Rechnung wird in Glg. 6.2.41 vorgefiihrt.
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3.1.7 Antwort-Verhalten

Wir schlieBen das Kapitel zum idealen Gas mit Bemerkungen zum Antwort-Verhalten. An dieser Stelle
geht es (so wie beim pV-Diagramm auch) nicht in erster Linie um das ideale Gas. Das ideale Gas wird le-
diglich benutzt, um einen Sachverhalt einzufiihren, nimlich die Antwort des ,,Systems® (hier: des Gases) auf
eine duBere ,,Storung (eine Anderung der duBeren Parameter, hier: des Drucks). Die Storung soll ,,infinite-
simal klein“ klein sein, ausgedriickt durch ein vorgestelltes ,,d“.3 Fiir kleine Stérungen ist die Antwort des
Systems ebenfalls klein und wir stellen auch dieser Antwort ein ,,d“ voran. Bei kleinen Storungen ist die
Antwort oft proportional zur Stérung. Dann héngt der Quotient aus Antwort und Storung (der ,,Differential-
quotient™) nicht davon ab, wie klein genau die Stérung ist. Das ist der Sinn hinter dem ,,d*. ,,d* heif3t nicht
etwa ,,unendlich klein“. Es heil3t: ,,s0 klein, dass es fiir den Differentialquotienten egal ist, wie klein genau®.

Das Prinzip ,,kleine Stérung — kleine Antwort“ gilt oft aber ist nicht immer. Ein Gegenbeispiel ist das
deterministische Chaos. Fiir chaotische dynamische Systeme fiihrt jede noch so kleine Anderung der An-
fangsbedingung eine qualitativ neue Situation im Langzeit-Grenzfall herbei. Der Fliigelschlag eines Schmet-
terlings am Amazonas kann einen Tornado in Texas ausldsen. Selbst ein schwacher Seufzer dieses Ubelti-
ters kann das tun — zumindest grundsétzlich.

Betrachten wir etwas konkreter die isotherme Kompressibilitdt kr, definiert als

1(dV
KT . _; d_
P )r

Beachten Sie, dass der Differential-Quotient auf das Volumen normiert wurde. Andernfalls wire das Ergeb-

Glg. 3.1.8

nis abhingig vom Volumen. Glg. 3.1.8 wird auch manchmal in der folgenden Form geschrieben;

o __(dmr __(dan] ary _ 1(dr
! dp ), av J.\dp ). vidp),

Diese Schreibweise ist etwas unorthodox insofern, als die Argumente von transzendenten Funktionen (wie

Glg. 3.1.9

sin, cos, In, tan, exp) dimensionslos sein miissen.** Als Differential (als ,,d(In¥)*) darf der Logarithmus aber
ein dimensionsbehaftetes Argument haben, wie diese Rechnung zeigt.

Fiir das ideale Gas kann man die Kompressibilitit schnell ausrechnen. Es ergibt sich®

Glg. 3.1.10

_ 1(dnRT) _1nRT 1
.V

K =
"ovldp p P p

33 Das d wird nicht kursiv geschrieben, weil es sich um eine mathematische Funktion handelt. Auch sin, cos, tan und In werden nicht
kursiv geschrieben. Einheiten und Zahlen werden nicht kursiv geschrieben. Variablen aber schon. (Griechische Buchstaben nicht
kursiv.)

Mafgeblich ist in diesen Fragen der ,,ACS-Style Guide“. Die ACS (die American Chemical Society) ist zunéchst ein Berufsver-
band, so wie die GDCh (die Gesellschaft Deutscher Chemiker). Sie ist aber groer und gibt viele Zeitschriften heraus. Die ACS
hat deshalb Ausstrahlung auch aulerhalb der USA (und auch auBlerhalb der Chemie).

4 Das kann stets ein kurzer Test auf die Korrektheit einer Rechnung sein.

35 Die Kompressibilitidt von Fliissigkeiten und Festkdrpern liegt bei 10~° Pa!, ist also etwa 10* mal kleiner die der Gase.
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Beachten Sie: Bei Differentiationen dieser Art muss immer klargestellt werden, welche Grofle konstant ge-
halten wird. In Glg. 3.1.8 bleibt — wie durch das tiefgestellte T angezeigt — wahrend der Differentiation die
Temperatur konstant. Dieses Problem ist eine gewisse Klippe in der formalen Algebra hinter der Gleichge-
wichts-Thermodynamik.

Wenn ein Parameter nach einer von mehreren unabhangigen Grofen abgeleitet wird, heifit die Ableitung
bisweilen auch ,,partielle Ableitung®. Bisweilen wird ein ,,0 statt dem ,,d* verwendet. In diesem Skript
wird das 0 nur dann verwendet, wenn klar ist, welche Grof3en konstant bleiben. Das ist oft der Fall, wenn
eine GroBe von den Raum-Koordinaten x, y und z abhéngt. Dann wird oft geschrieben 6/0x. Damit ist ein
Vorverstindnis impliziert dahingehend, dass die konstanten Variablen y und z sind. (Es konnten grundsétz-
lich auch die Variablen ¢ =x + y und b = x — y sein.) Nochmals: In der Gleichgewichts-Thermodynamik ist
es gefahrlich, auf ein solches Vorverstiandnis zu vertrauen. Man ist gut beraten, die konstanten Parameter
mit anzugeben.

Wir behandeln mit dem isobaren thermischen Ausdehnungskoeffizienten o, ein zweites Beispiel fiir
eine Antwort-Funktion. o, ist definiert als

1(de
Op =—| —
y\dr),

Fiir das ideale Gas gilt o, = 1/7.°° Der Beweis sei eine Ubungsaufgabe.

Glg. 3.1.11

Wenn die Stérung sprunghaft erfolgt, wird die Antwort eine kleine Zeit auf sich warten lassen. Diese
Zeit ist in etwa die Relaxationszeit. Die Relaxationszeiten sind Teil der ,,Dynamik* des Systems. Bei Stu-
dien zur Dynamik wird die Stérung bisweilen als periodische Funktionen vorgelegt. Eine Beispiel wére
AT = AT, cos(mt) mit AT, einer Amplitude und o einer variablen Frequenz. Dann heif3t die Quotient aus
Antwort und Storung ,,Suszeptibilitét™ und ist eine Funktion von ®. Bei sehr hohen Frequenzen ist die Sus-
zeptibilitit klein. Dann sind die Relaxationen so langsam, dass das System der Stérung nicht folgen kann.
Fiir Studien zur Dynamik der kondensierten Materie ist ein beliebtes Storung/Antwort-Paar das elektrisches
Feld gefolgt von der elektrischen Polarisation. Die Suszeptibilitdt heifit dann ,,Polarisierbarkeit”. Sie wird
studiert mit dem Methode der ,,dielektrischen Spektroskopie®. Die dielektrische Spektroskopie an Wasser
zeigt, dass die Orientierungs-Relaxationszeit von Wasser etwas kleiner als einer Nanosekunde ist. Sie héngt
von der Temperatur, vom Salzgehalt und von weiteren Parametern ab.

Merke

— Das ideale Gas besteht aus verdiinnten kleinen Partikeln, die so hdufig miteinander sto3en, dass das
Gleichgewicht erreicht wird. Das Gedéchtnis ist dann geldscht.

— Zu den ZustandsgroBen gehoren der Druck p, das Volumen V und die Temperatur 7.

— Bei hoher Verdiinnung gilt das ideale Gasgesetz pV = nRT.

— Das ideale Gasgesetz ist universell. Die chemische Natur des Gases hat keinen Einfluss auf den Druck.

— Bisweilen teilt man das ideale Gasgesetz durch die Avogadro-Konstante und gelangt zu der Form
p = kgT N/V mit kg der Boltzmann-Konstanten und N/V der Anzahldichte.

— Bisweilen teilt man das ideale Gasgesetz durch die Stoffmenge und gelangt zu der Form pV’= RT mit I/
dem Molvolumen. Bei 7=298.15 K und p = 1 bar ist das Molvolumen V"= 24.79 L.

— Die mittlere thermischen Energie eines Teilchens in einem einatomigen Gas ist <¢>u = 3/2 kgT.

%6 Der thermische Ausdehnungskoeffizient von Fliissigkeiten und Festkorpern liegt bei 1076 K1, ist also kleiner als bei Gasen.
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— Das Produkt pV ist in etwa (nur in etwa) gleich der thermischen Energie. Die letztere ist in etwa nRT. RT
hat bei Raumtemperatur den Wert 2.48 kJ/mol. In der Physikalischen Chemie werden alle Energien mit
der thermischen Energie verglichen.

— In einem pV-Diagramm werden Linien konstanter Temperatur als Isothermen eingetragen. Es gibt auch
Isobaren, Isochoren und Adiabaten.

— Die Antwortfunktionen sind meist Differential-Quotienten. Im Nenner steht eine kleine Stérung eines der
vorgegebenen Parameter; im Zéhler steht die Antwort des Systems. Bisweilen wird geeignet normiert.
Bei Differentialquotienten dieser Art muss angegeben werden, welche GroBlen konstant gehalten werden.
Nach einer sprunghaften Storung erfolgt die Antwort leicht verzogert, denn das System muss zu dem
neuen Gleichgewicht hin relaxieren.

3.2 Hintergrund: Herleitung des Gasdrucks aus der kinetischen Gastheorie

Die kinetische Gastheorie ist eine klassische Theorie, die auf der Atom-Hypothese aufbaut, die aber da-
bei die Quantenmechanik nicht mit einschlieit. IThr Erfolg galt seinerzeit als eine Stiitze fiir die Atom-Hypo-
these, die am Ende des 19. Jahrhunderts noch vielfach bezweifelt wurde.’” Alle Erfolge anerkannt, versagt
die kinetische Gastheorie bei der Vorhersage der spezifischen Warme von molekularen Gasen (Abschnitt
7.6). An dieser Stelle muss man die Quantenmechanik bemiihen. Ansonsten kommt man gut auch ohne sie
aus.

Im Rahmen der kinetischen Gastheorie bewegen sich die Molekiile die weitaus liberwiegende Zeit
wechselwirkungsfrei geradlinig durch den Raum. Diese Bewegung wird durch St6Be unterbrochen. Die De-
tails der StoBvorginge konnen sehr kompliziert sein, spielen aber fiir diese Theorie keine Rolle. Der erste
Teil der Theorie® kommt ohne eine Aussage iiber die StoBrate aus. Es muss lediglich so hiufig gestoBen
werden, dass das thermodynamische Gleichgewicht erreicht wird (wobei auch Stoe mit der Wand zur
Randomisierung der Bewegung beitragen).

Wir fithren eine Vereinfachung ein dahingehend, dass die Molekiile nur parallel zu den Achsen (X, y,
oder z) fliegen sollen. Der Erfolg wird uns recht geben.

Die Gesamt-Kraft auf die Wand ist gleich dem Gesamt-Impulsiibertrag pro Zeit. Der Impulsiibertrag
pro StoB ist 2px mit p, der Komponente des Impulses senkrecht zur Wand. Der Faktor 2 ergibt sich aus der
Reflektion. Wir berechnen nun die Anzahl der StoBe pro Zeitintervall. Sei die Anzahldichte der Teilchen
N/V. Sei ein Zeitintervall gegeben als dz. Wihrend dieser Zeit schlagen alle die Teilchen auf die Wand auf,
die sich in einem Abstand v.dz von der Wand befinden, und die sich auf die Wand zubewegen. Die letztere
Bedingung zieht einen Faktor 1/2 nach sich. Die Anzahl der Stoe dN..; pro Zeiteinheit d¢ ist dann

Glg. 3.2.1

coll

dN
Lty Nty N

dt 2 V2 mV

57 Aus heutiger Sicht ist die Aussage, dass man aus dem Erfolg der kinetischen Gastheorie auf die Atomhypothese schlieBen diirfe,
nicht zwingend. Auch das ,,Photonengas‘ hat einen Druck. Das Photonengas ist ein quantisiertes elektromagnetisches Wellenfeld.
Einen Druck auf die Wand wiirde dieses Wellenfeld auch dann ausiiben, wenn es nicht quantisiert wire (wenn es keine Photonen
gibe.) Auch wenn die Materie ein Wellenfeld wire, konnte sie einen Druck auf die Wand ausiiben.

38 Es handelt sich um den Teil der Theorie, der sich nichs mit Reaktionsgeschwindigkeiten befasst. In die Reaktionsgeschwin-
digkeiten gehen die Stofraten ein.
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A ist die Flache. Die Kraft auf die Flache ist gegeben als

2
vat — dptot — 21?)L choll — A & E
dr dt m/|V

Gewinkelte Klammern bezeichnen den Mittelwert {iber alle Partikel. Beachten Sie, dass der Mittelwert von

Glg. 3.2.2

p:*/m gebildet wird, nicht von p,.>° Es ist <p>> # <p>°.

An dieser Stelle bendtigen wir eine Aussage tiber die GroBe <p,*/(2m)>. Wir konnen jetzt zwei ver-
schiedene Wege gehen. Man kann die Geschwindigkeit der Molekiile grob abschéitzen, mit diesem Zahlen-
wert weiterrechnen, und hoffen, fiir Umwelt-Bedingungen zu einem Druck von etwa 1 bar zu gelangen. Man
kann auch einen Vorgriff auf den Gleichverteilungssatz machen (Abschnitte 5.15 und 12.2). Aus diesem
folgt, dass <p*/(2m)> = kzT/2. Mit der letzteren Formel kommt man explizit zum idealen Gasgesetz.

Zunéchst zur groben Abschitzung der Geschwindigkeit. Diese sollte etwas oberhalb der Schallge-
schwindigkeit in Gasen liegen, denn Schall wird durch die Bewegung von Gas-Molekiilen transportiert. Wir
rechnen mit einer Geschwindigkeit von etwa 400 m/s. Die Masse des Stickstoff-Molekiils ist 28 g/N4. Die
Anzahldichte N/V bei 298.15 K ist Na/(24.79 L). Es ergibt sich ein Druck von 1.8 bar. Fiir eine so einfache
Rechnung kann ein Fehler von einem Faktor 2 als eine akzeptable Ubereinstimmung gelten.

Nun zur Herleitung des idealen Gasgesetzes iiber den Gleichverteilungssatz (Abschnitt 5.15). Gemal3
Gleichverteilungssatz gilt

<8kin >zh - <P_> - EkBT

2m

Glg. 3.2.3

Achtung: Verwechseln Sie nicht den Impuls (5 ) mit dem Druck (p, ohne Pfeil). Man beachte: Die mittlere

kinetische Energie ist unabhingig von der Masse des Molekiils. Die GroBe <v>> hdngt aber von der Masse

ab. <ep,> ist universell, <v>> ist es nicht.

Gesucht ist nun aber nicht die GroBe <p*/(2m)> sondern die GroBe <p,*/(2m)>. Da das Gas isotrop ist,
gilt <p,%/(2m)> = 1/3 <p*/(2m)> und man erhilt

2
m 2

Der Druck p ist gegeben als Kraft pro Flache:

Glg.3.2.4

Glg. 325

F, N
== T
P=y oy

% Es ist <px*>> # <px>2. Beachten Sie auch die Relation
<pr—<px>)> = <> = 2<pep>> + <>t = <> — 2<pe><pi> + <pe>? = <px®> — <py>2, siehe dazu auch Abschnitt 13.4.
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Mit N = Nan (N4 die Avogadro-Konstanten und # die Stoffmenge) und R = N4kz (R die Gaskonstante) folgt

das ideale Gasgesetz.

Es wurde bei der Herleitung des Drucks gemil idealem Gasge-
setz aus der kinetischen Gastheorie vereinfachend angenommen, dass
die Partikel nur parallel zu den Achsen (x,y,z) fliegen. Trotz dieser
groben Vereinfachung erhielten wir das korrekte Ergebnis. Das
konnte Zufall sein, ist es in diesem Fall aber konkret nicht. Man kann
das ideale Gasgesetz aus der kinetischen Gastheorie ableiten, aber es
gilt allgemeiner. Etwas verkiirzt gilt es, wenn die kinetische Energie
den weitaus grofiten Beitrag zur Gesamt-Energie liefert. Siehe dazu
auch Glg. 3.3.3. Das ideale Gasgesetz gilt bisweilen auch in Plasmen,
z.B. im Zentrum der Sonne. In Plasmen gibt es langreichweitige
Krifte zwischen den (geladenen) Partikeln und man tut sich schwer
zu definieren, was genau ein ,,Stof}* sein soll. Die Partikel fliegen
fast nie geradeaus. Weiterhin: Das ideale Gasgesetz gilt auch dann,
wenn die ,,Partikel* stehende Wellen sind.®® Es handelt sich um Wel-
len im Sinne der quantenmechanischen Wellenfunktion, also quanti-
sierte Wellen. Wenn sie nicht quantisiert waren, wiirde auch das ide-
ale Gasgesetzt nicht gelten. Aus der Giiltigkeit des idealen Gasgeset-
zes folgt also mitnichten, dass die Molekiile Punktteilchen seien. Die
Molekiile sind nahezu Punktteilchen, wenn die Wellenpakete aus der
Quantenmechanik kompakt sind. Das sind sie oft, aber nicht immer.

Merke

v, dt
A
q—l —
A F(”
Impuls-Ubertrag: 2mv,
»
t
Abb. 3.3

Der Druck auf die Wand eines Gases ergibt
sich aus der Summe der Impulsiibertrige
bei den StoBen, geteilt durch Flache und
Zeit.

Die Bewegung soll nur entlang von x, y,
oder z stattfinden.

— Das ideale Gasgesetz kann man aus der kinetischen Gastheorie herleiten. Die letztere beruht auf der

Atomhypothese. Das ideale Gasgesetz stiitzt daher die Atomhypothese. Das ideale Gasgesetz gilt aber

bisweilen auch fiir Medien, die nicht der kinetische Gastheorie unterliegen. Es gilt (zumindest approxi-

mativ), wenn die Gesamt-Energie von der kinetischen Energie dominiert wird.

0 Ernst Mach zweifelte noch im Jahr 1900 an der Atomhypothese. Das war legitim insofern, als die Thermodynamik auch auf Wel-

lenfelder anwendbar ist.
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3.3 Reale Gase
3.3.1 Intermolekulare Wechselwirkungen

Alle Molekiile wechselwirken miteinander. In allen Fallen gibt es eine kurzreichweitige AbstoBBung. In
fast allen Fillen gibt es eine nicht ganz so kurzreichweitige Anziehung.®"-*2 Die Wechselwirkungen fiihren
zundchst dazu, dass Molekiile im Gas aneinander streuen. Andernfalls gibe es kein ideales Gas. Weiterhin
bilden alle Molekiile bei geniigend tiefen Temperaturen kondensierte Phasen (Fliissigkeiten oder Festkorper)
aus.

Die Wechselwirkungen zwischen Molekiilen sind vielféltig und auch ganz erfrischend kompliziert. Es
seien zwei allgegenwirtige Wechselwirkungen hervorgehoben:
— Die Natur bestraft einen Uberlapp von gefiillten Orbitalen relativ hart, will sagen: Die Wechselwirkungs-
Energie steigt stark an, sobald das passiert.® Um dies quantitativ genau zu begriinden, muss man leider

tief in die Quantenmechanik einsteigen. Der Effekt fiihrt den Namen
Austausch-Wechselwirkung“.** Es gibt einen Zusammenhang zwischen
der Austausch-Wechselwirkung und dem Pauli-Verbot. Weil zwei
Elektronen nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen diirfen, diirfen

sich auch zwei Orbitale nicht beliebig nahe kommen.

— Es gibt fast immer anziehende Wechselwirkungen. Achtung: Diese ha-
ben ihre Ursache nicht in der Gravitation. Die gravitative Wechselwir- Abb. 3.4
kung zwischen Molekiilen ist vollig unbedeutend.®® Die Anzichung zwi- | Korrelierte quantenmechanische
schen Molekiilen hat ihre Ursache vor allem in ,.korrelierten Fluktuatio- Fluktuationen des Dipolmoments

« o . . rufen eine Anziehung zwischen po-
nen®. Besonders wichtig sind Quantenfluktuationen des Dipolmoments. larisierbaren Molekiilen hervor.

%! Die im engeren Sinne ,,langreichweitigen Wechselwirkungen (unter ihnen die Gravitation) muss man mit ganz spitzen Fingern
anfassen. In der kondensierten Materie ist die Energie in der potentiellen Wechselwirkung gegeben als Upot = Nze/2. N ist die An-
zahl der Partikel, z ist die Anzahl der Nachbarn und ¢ ist die Energie in einer Paar-Wechselwirkung. Weil die Wechselwirkung auf
die Nachbarn beschrénkt ist, ist Upot eine extensive Variable. Der Beitrag jedes einzelnen Partikels zur potentiellen Energie hangt
nicht von der SystemgroBe ab. Upot ist proportional zu N und ist deshalb additiv unter Zusammenfiigung von Systemen.

Fiir ein im engeren Sinne langreichweitiges Potential (so wie es in Galaxien oder Kugelsternhaufen wirkt) ist Upot nicht beschrankt
auf die Wechselwirkung zwischen Nachbarn. Betrachte ein 1/7-Potential (Gravitation: ¥(r) = —-Gm?/r mit G der Gravitations-
konstanten). Sei die Dichte der Sterne pstar lokal in etwa konstant und sei die Masse aller Sterne mswr. Dann ist die in den Paar-
Wechselwirkungen enthaltene Energie gegeben als Upot = N [~Gmistar? psiar 1/ 412 dr. Der Integrand enthilt ein 7 im Zihler. Das
Integral von 0 bis oo divergiert. Man darf als obere Integralgrenze nicht den doppelten oder dreifachen Abstand zu den Nachbarn
wihlen. (So wire es fiir kurzreichweitige Wechselwirkungen.) Wenn man den Integrationsbereich kurz jenseits des Abstands zu
den néchsten Nachbarn abschneiden wiirde, wiirde man einen grofien Fehler machen. Man muss bis zum Rand des Kugelsternhau-
fens integrieren. In der Folge héngt das Integral auch selbst von N ab. Der Beitrag jedes einzelnen Sterns zur potentiellen Energie
héngt von der Systemgrofle ab. Upot ist nicht mehr proportional zu N. Upot ist keine extensive Grofle mehr und die Thermodynamik
féhrt auf drei Rédern weiter.

In Kugelsternhaufen gibt es 100 000 oder mehr Sterne, die man zweckméBigerweise statistisch beschreibt. Man kann Makropara-
meter und Mikroparameter definieren. Eine denkbare Wahl fiir eine robuste ,,makroskopische” Gegebenheit wire die Dichte der
Sterne als Funktion vom Abstand zum Zentrum, p(r). ,,Mikro“parameter sind dann die Orte und Geschwindigkeiten der einzelnen
Sterne. Gleichwohl kann man der Bewegung der Sterne keine Temperatur zuzuweisen. In Abschnitt 2.1 wurde Einstein mit hin-
reilend begeisterten Worten iiber die Thermodynamik zitiert. Er betrachtete die Thermodynamik als eine ,,Theorie allgemeinen
Inhalts“. Die Modellbildung zu Galaxien muss ohne die Temperatur auskommen. Diese Modelle sind nicht Teil der Thermodyna-
mik im engeren Sinn.

%2 Die Ausnahmen sind gleichsinnig geladene Ionen. Zwischen diesen wirkt nur eine abstoBende, durchaus nicht kurzreichweitige
Kraft.

%3 Dass Molekiile hart sind, hatte {ibrigens Maxwell seinerzeit nicht erkannt. Maxwell hatte die Viskositit der Gase genau vermes-
sen. Seine Ergebnisse standen im Widerspruch zu kleinen, harten Kérpern ohne anziehende Krifte. Er postulierte weiche Korper
ohne Anziehung. Molekiile sind aber recht harte Kérper mit einer schwachen Anziehung.

% Die Austausch-Wechselwirkung ist keine fundamentale Kraft, die in irgendeiner Weise verschieden vom Elektromagnetismus
wire. Sie entsteht, wenn man das Ergebnis langer quantenmechanischer Rechnungen in eine iibersichtliche Form hineinkonden-
siert.

%5 Durchaus von Bedeutung ist die gravitative Wechselwirkung zwischen der gesamten Erde und einzelnen Molekiilen. Sie fiihrt
dazu, dass die Luft im Gebirge diinner ist als an der See.
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Quantenfluktuationen bestehen fiir nahezu alle GréBen, auch fiir — z.B. — das Dipolmoment eines Argon-
Atoms. Wenn diese Fluktuationen rein zufallsbestimmt wiren, wiirden sich die betreffenden Dipolkréfte
im Mittel auftheben. Die giinstigen und die ungiinstigen relativen Orientieren wéren gleich wahrschein-
lich. Weil aber die giinstige relative Orientierung der Dipole die Energie senkt, tritt sie bevorzugt auf.
Dieser indirekte Mechanismus fiihrt zu einer Anziechung. Der Mechanismus fiihrt den Namen: ,,Lon-
donsche Dispersions-Wechselwirkung®.%¢ Die Londonsche Dispersions-Wechselwirkung ist zwar
schwach, aber allgegenwiértig. Sie steigt mit steigender Polarisierbarkeit der Molekiile. Die Polarisier-
barkeit ihrerseits steigt mit der Anzahl der Elektronen.®” Deshalb hat Argon einen hoheren Siedepunkt als
Helium. Die Abstandsabhingigkeit der Londonschen Dispersions-Wechselwirkung ist ein 7 °-Gesetz. Es
gibt zwei weitere anziechende Potentiale, die proportional zu ¢ sind. Einzelheiten bleiben hier auBen vor.
Diese drei Formen der Wechselwirkung fasst man zu der ,,van-der-Waals-Wechselwirkung® zusammen.
(Im Folgenden wird van-der-Waals mit ,,vdW* abgekiirzt.) Eine Randbemerkung: Wenn Molekiile gela-
den sind oder wenn es permanente, in ihrer relativen Orientierung fixierte Dipole gibt, sind die betreffen-
den Wechselwirkungen in der Regel stirker als die vdW-Anziehung.%®

Es gibt ein populdres Modell-Potential, welches die beiden oben beschriebenen Effekte mathematisch
umsetzt. Dies ist das 6-12-Potential (auch ,,Lennard-Jones-Potential®). Seine Form ist

(2] ()

Glg. 3.3.1

Der Name ,,6-12-Potential“ erklért sich aus den Exponenten. r. ist der
Abstand, bei dem das Potential minimal wird, € ist die Energie an die-
ser Stelle.”” Ubungsaufgabe: Machen Sie sich klar, dass Glg. 3.3.1
eine 2 vor dem zweiten Term enthalten muss, damit r. dieser Abstand

ist. Die Potenz 6 fiir den attraktiven Anteil hat ihren Grund in der - \_8/
vdW-Anziehung. Die Potenz 12 fiir die Abstoflung hat keinen tieferen '

Grund. Es wurde eine Potenz gewéhlt, die zu einem steilen Anstieg
fiihrt. Man hitte auch die Potenz 11 oder 13 wihlen kénnen (FuBinote

WW-Potential w(r)

Abb. 3.5

r, inter-atomarer Abstand r

70). Ein typisches Wechselwirkungs-Potential

zwischen Molekiilen.

Achtung: Das 6-12-Potential ist nur qualitativ korrekt. Fiir quan-

titative Rechnungen ist es nicht genau genug. Das 6-12-Potential ist

sphérisch symmetrisch; die meisten Molekiile sind aber keine Kugeln. Realistische Wechselwirkungs-Poten-
tiale werden fiir Computer-Simulationen mit den Namen ,,Molekulardynamik* benétigt. Fiir diese Rechnun-
gen hinreichend genaue Potentiale zu ermitteln, ist ein gewisses Problem.”

% Bei der Londonschen Dispersions-Wechselwirkung hat man es mit korrelierten Quantenfluktuationen der Dipolmomente zu tun.
Es gibt einen verwandten klassischen Mechanismus (die ,,Keesom-Wechselwirkung®) bei dem Molekiile mit permanentem Dipol-
moment sich hdufiger giinstig ausrichten als ungiinstig.

%7 Delokalisierte Elektronen sind polarisierbarer als lokalisierte. Benzol ist polarisierbarer als Cyclohexan.

% So geschieht es in der ,,Hydrat-Hiille* um Ionen in Wasser.

% Man liest auch die Form w(r) = 4/r'> — B/r. Die Umrechnung erfolgt mit 4 = er.'? und B = 2¢r.°. Die Form aus Glg. 3.3.1 ist
sprechender und deshalb giinstiger.

70 In der ,,Molekulardynamik* werden die Trajektorien von Molekiilen aus den intermolekularen Kréften errechnet in etwa so, wie es
fiir die Planeten in der Himmelsmechanik geschieht. Die Potenz 12 fiir den abstolenden Teil wurde auch deshalb gewahlt, weil
solche Rechnungen mit einem 1/r'2-Potential besonders effizient ablaufen, denn 1/712 ist das Quadrat 1/r%. Das ist heute weitge-
hend irrelevant, weil ohnehin nicht mit dem 6-12-Potential gerechnet wird.
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Wenn man den intermolekularen Wechselwirkungen mit einem modifizierten Gasgesetz Rechnung
tragen will, gibt es grundsatzlich zwei verschiedene Wege. Mit der ,,Virial-Entwicklung® kann man nichts

falsch machen. Es handelt sich um eine Polynom-Reihe von p#/RT in 1/V. Bei kleiner Dichte (bei groBem

V) gilt das ideale Gasgesetz und pV/RT ist nahezu eins. Wenn die Dichte steigt, werden Korrektur-Terme

nGtig. Je mehr Terme man mitnimmt, desto genauer beschreibt die Gleichung das Experiment, insbesondere
bei hohen Dichten (bei kleinem 7). Der Nachteil dieses Verfahrens: Es handelt sich um eine rein empirische

Beschreibung; die Anzahl der benétigten Parameter kann — je nach, welche Genauigkeit angestrebt wird —

durchaus vier oder fiinf betragen, und es ist nicht klar, was die vielen Parameter physikalisch bedeuten.

Lediglich der 2. Virialkoeffizient hat eine klare

physikalische Interpretation. Van der Waals war da mutiger:

Er fiihrte zwei neue Parameter ein und postulierte, dass das
so modifizierte Gesetz fiir alle Dichten gelten solle. Die
Strafe folgt auf dem FuBl. Die vdW-Gleichung ist nicht
quantitativ korrekt. Sie ist aber erstens qualitativ korrekt, in
dem Sinne, dass sie einige wesentliche Aspekte des
Verhaltens von realen Gasen erfasst. Zweitens konnen die
beiden Parameter physikalisch interpretiert werden.

Merke

— Fiir alle Molekiile gibt es bei kleinen Abstdnden starke
abstoBende Krifte, wenn es zum Uberlapp zwischen be-
setzen Orbitalen kommt. Man spricht von der ,,Aus-
tausch-Wechselwirkung®. Molekiile haben ein Eigenvo-
lumen mit einer relativ scharfen dueren Begrenzung.
Sie sind hart.

— Fiir alle Molekiile abgesehen von gleichsinnig geladenen
Ionen gibt es bei etwas grofleren Abstdnden eine anzie-
hende Wechselwirkung. Diese Anziehung erzeugt die
kondensierten Phasen. Thre Ursache sind oft korrelierte
Fluktuationen des Dipolmoments. Diese Fluktuationen
fiihren einen Teil der vdW-Wechselwirkung herbei.

— Die Auswirkungen der Wechselwirkungen steigen mit
steigender Dichte.

3.3.2 Die Virial-Entwicklung

Die Virial-Entwicklung schreibt man als:

1.0

0+

Abb. 3.6

Die Abhéngigkeit des Kompressionsfaktors
Z = pVIRT vom Druck fiir einige Gase bei
T=0°C. Fiir das ideale Gas gilt bei beliebi-
gem Druck Z = 1. Fiir reale Gase nihern sich
alle Kurven bei p — 0 dem Wert 1. Die Stei-

gung variiert.

www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC1/Kap I/Re-

ale_Gase.htm

Glg. 332

Zunichst zur linken Seite. Der Quotient Z = pV/(RT) fiihrt auch den Namen ,,Kompressionsfaktor®. Ein
anderer — und im Grunde besserer — Name ist ,,Realgas-Faktor.”! Abb. 3.6 zeigt den Realgas-Faktor als

7! Die sprechenderen Namen sind die besseren Namen. Dabei ergibt sich manchmal ein Konflikt mit der eingefiihrten Terminologie.
So ist es auch beim 6-12-Potential (ein sprechender Name) bzw. dem Lennard-Jones Potential (ein verbreiteter Name fiir dasselbe

Potential).
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Funktion des Drucks fiir einige Gase bei 0°C. Bei hohem Druck (bei

hoher Dichte) wird der Realgas-Faktor stets positiv, denn die
Molekiile kommen sich nahe und der repulsive Anteil des Potentials TBOY'e
iiberwiegt in seinen Konsequenzen. Bei kleinen Driicken hiangt das
Vorzeichen des Realgas-Faktors vom Molekiil und von der
Temperatur ab. Fiir H sind die attraktiven Krafte gering und der

Realgas-Faktor ist (bei 7= 0°C) fiir alle Driicke positiv. Fiir grofere
(und damit auch stirker polarisierbare) Molekiile ist die

vdW-Anziechung starker. Bei kleinem Druck tiberwiegt dann die mol
Anziehung. Bei hoher Temperatur haben die Molekiile eine grof3e >

kinetische Energie und sie kommen sich bei StoBen sehr nahe. Dann | Abb. 3.7
Mit steigender Temperatur nimmt der Ein-

fluss der AbstoBung zu. Bisweilen ist bei
und der Realgas-Faktor steigt. Bisweilen gibt es eine spezielle einer bestimmten Temperatur die Tangente
Temperatur (die ,,Boyle-Temperatur, Abb. 3.7), bei der die an die Kurve bei kleinem Druck null. Bei
dieser ,,Boyle-Temperatur® verhilt sich das
reale Gas ,,pseudo-ideal”.

iiberwiegt der repulsive Anteil des Potentials in seiner Bedeutung

Steigung von Z(p) bei p = 0 verschwindet. Diese Gase sind ,,quasi-

ideal” in dem Sinne, dass sich attraktive und repulsive
Wechselwirkung bei der betreffenden Temperatur und bei kleinen Driicken so weitgehend kompensieren,
wie dies moglich ist. Eine solche Temperatur wird spéter auch fiir Lésungen diskutiert werden. Dort fiihrt
sie den Namen 0-Temperatur (Theta-Temperatur). Bei der 6-Temperatur ist die Losung so ideal, wie dies fiir
reale Losungen moglich ist (Abschnitt 8).

Auf der rechten Seite von Glg. 3.3.2 befindet sich eine Polynom-Reihe.”> Nachdem in Abb. 3.6 der
Realgas-Faktor gegen den Druck aufgetragen wurde und nachdem der Realgas-Faktor in der Néhe von p =0
gegen eins strebt, wiirde man zunéchst stets geneigt sein, die Polynom-Reihe als Funktion des Druck
aufzuschreiben. Man wiihlt aber statt dem Druck das inverse Molvolumen V!, Fiir ideale Gase ist das
inverse Molvolumen strikt proportional zum Druck und es egal, ob man in p oder in V! entwickelt. Fiir
reale Gase ergeben sich kleine Unterschiede. Man wéhlt das inverse Molvolumen, weil dann der 2.
Virialkoeffizient B ebenfalls die Dimension eines Molvolumens hat. Man nennt dies Volumen oft das
,ausgeschlossene Volumen®. Wenn repulsive Wechselwirkungen dominieren, ist dieses ausgeschlossene
Volumen von derselben Groflenordnung wie das Molvolumen der betreffenden Fliissigkeit. Wenn es
attraktive Wechselwirkungen gibt, ist B kleiner. Das ausgeschlossene Volumen kann er auch negativ werden
(siche Abb. 3.6), wenn attraktive Wechselwirkungen das Geschehen dominieren.

Ein Vorgriff: Diesen 2. Virialkoeffizienten wird es auch in Lésungen geben. Dort ist er von erheblicher
praktischer Bedeutung. Z.B. wird eine Lésung von Pharmawirkstoffen zum Ausflocken neigen, wenn der
2. Virialkoeffizient nahe bei Null liegt oder negativ ist.

Wenn die Dichte gering ist, gibt es vor allem Paar-Wechselwirkungen. Dreier-Stofe sind dann selten.
Das ist giinstig fiir das Studium der Grundlagen, weil Paar-Wechselwirkungen auf mikroskopischer Ebene
einfacher zu verstehen sind als die Wechselwirkungen zwischen drei und mehr Kérpern. Man kann diese
Wechselwirkungen mit Streu-Experimenten studieren. Es gibt einen Formalismus, der den 2. Virial-
koeffizienten (den es auch fiir nahezu ideale Lésungen gibt) mit den Paar-Wechselwirkungen verbindet.”

72 Es gibt einen kleinen Unterschied zwischen einer Polynom-Reihe und einer Taylor-Reihe, letztere erkldrt in Abschnitt 13.2. Bei
der Taylor-Reihe wird der Koeffizient zur n-Potenz aus der n-ten Ableitung der Funktion nach x bei einem Wert xo errechnet. Das
ist bei der Polynom-Reihe nicht zwingend der Fall.

73 Siehe z.B. www.soft-matter.uni-tuebingen.de/teaching/Tutorial Virial Expansion.pdf
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Das darf aber nicht den Blick dafiir verstellen, dass auch die Wechselirkungen zwischen drei und mehr
Korpern in der kondensierten Materie von grofler Bedeutung sind.

Der Name ,,Virial-Entwicklung* rithrt daher, dass es fiir die Differenz zwischen pV und nRT einen Aus-
druck gibt, der diese Differenz auf mikroskopische Orte und Krifte zuriickfiihrt. Geméal dem ,,Virial-Theo-
rem* gilt:

Glg. 3.3.3
pV = N T+ > (F-7)

Partikel i>j

ﬁi ;j und Fi]- sind die Kraft von Partikel i auf Partikel j und der zugehorige Abstandsvektor. Der Term ganz

rechts (mit dem 1/3 ersetzt durch —1/2) heifit auch ,,inneres Virial“. Wenn man die interpartikuldren Wech-
selwirkungen kennt und wenn man einen leistungsfahigen Computer zur Verfiigung hat, kann man die
Trajektorien aller Partikel fiir einen bestimmten Zeitraum simulieren. Dann kann man den Mittelwert fiir das
Skalar-Produkt von Ort und Kraft (das ,,innere Virial*) bilden und so den Druck vorhersagen. Man kann
also vorwirts rechnen und aus den mikroskopischen Kraftgesetzen ein Gasgesetz ableiten. Riickwirts ist
diese Rechnung leider moglich. Man kann nicht von einem experimentell gefundenen Gasgesetz auf die in-
termolekularen Wechselwirkungen zuriickrechnen. Die mikroskopischen Sachverhalte enthalten wesentlich
mehr Details als die makroskopischen Sachverhalte. Deshalb kann die Rechnung nur von der mikro-
skopischen hin zur makroskopischen Seite erfolgreich sein. Es gibt stets eine Schar von mikroskopischen
Kraftgesetzen, die zu sehr dhnlichen makroskopischen Gasgesetzen fiihren. Natiirlich kann man mikroskopi-
sche Kraftgesetzen u.U. anhand der makroskopischen Gasgesetze falsifizieren. Man rechnet aus den mikro-
skopischen Kraftgesetzen das innere Virial aus und vergleicht mit dem Experiment. Aber man findet stets
mehrere mikroskopische Kraftgesetze, die alle gleichermallen mit dem Experiment vertréglich sind.

Merke

— Bei nicht zu hohen Dichten kann man die Abweichungen vom idealen Gasgesetz liber die Paar-Wechsel-
wirkungen zwischen je zwei Molekiilen erfassen.

— Bei nicht zu hohen Dichten kann man den Realgas-Faktor Z = pV/RT nach 1/V entwickeln. Dies ist die
Virial-Entwicklung.

— Der 2. Virialkoeffizient heilit auch ,,ausgeschlossenes Volumen*. Wenn abstoflende Wechselwirkungen
dominieren, ist der 2. Virialkoeffizient in etwa so grofl wie das Molvolumen der betreffenden Fliissigkeit.
Ansonsten ist er kleiner und kann auch negativ werden.

— Es gibt einen Zusammenhang zwischen den Paar-Wechselwirkungen und dem 2. Virialkoeffizienten.

3.3.3 Die van-der-Waals-Gleichung

Die Virial-Entwicklung ist zielfithrend, wenn die Dichte so gering ist, dass das ideale Gasgesetz beinahe
giiltig ist. Der 2. Virialkoeffizient enthélt dann eine klare Aussage. Es wére giinstig, auch fiir héhere Dich-
ten ein — wenn auch approximatives — Gesetz zu kennen, welches erstens wenige, physikalisch interpretier-
bare Parametern enthélt, und welches zweitens iiber einen gro3en Druckbereich (approximativ) gilt. Ein sol-
ches Gesetz ist das van-der-Waals-Gesetz. Van der Waals legt seinem Gasgesetz zwei Uberlegungen zu-
grunde:

— Wenn die Molekiile ein Eigenvolumen haben, sollte man dieses Eigenvolumen von dem Volumen, wel-
ches in das Gasgesetz eingeht, abziehen. Man ersetzt also in dem Gasgesetz die Grofe ¥ durch die Grofe
V' —b. Ungliicklicherweise fiihrt auch die GroBe » den Namen ,,ausgeschlossenes Volumen®. b ist nicht
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zu verwechseln mit dem 2. Virialkoeffizienten. Nur bei unendlicher Temperatur ist der 2. Virial-
koeffizient des vdW-Gases gleich b.7*

— Wenn es attraktive Wechselwirkungen gibt, werden diese den Druck auf die Wand senken. Nachdem die
Haufigkeit der Sto3e zwischen Partikeln proportional zum Quadrat der Dichte ist, sollte der Druck um
einen Betrag der Form a/F? sinken. Dieser Betrag heif3 auch ,,Kohisionsdruck®. Achtung: Der
Kohésionsdruck ist grundsétzlich anders definiert als der ,,innere Druck® oder der ,,Binnendruck* (die
beiden letzteren Terme synonym). Es wird sich aber gleichwohl zeigen, dass der Kohésionsdruck und der
Binnendruck den gleichen Wert haben (Abschnitt 6.4).

P (" Abb. 3.8
I\ Wenn der Druck mit steigender Dichte sinkt, kommt es zu einer In-
[ stabilitit. In dem Diagramm oben bezeichnet Dunkelgrau einen Be-
\ ":L reich hoherer Dichte. Die roten Linien skizzieren die Druck-Vertei-
|\ lung. Am Anfang (links) besteht eine kleine, zufillig erzeugte
Dichte-Schwankung. Da der verdiinnte Bereich (oben) im Druck
steigt, verstarkt sich diese Schwankung. Es gibt eine positive
Riickkopplung. Der verdiinnte Bereich verdrangt den verdichteten
Bereich nach unten. Der Druck im verdichteten Bereich steigt erst
wieder an, wenn dieser den fliissigen Zustand erreicht hat. Dann
\' besteht wieder hydrostatisches Gleichgewicht — und fliissig/gasfor-
mig Phasenkoexistenz.

Druék

Rigoros zu begriinden, dass der innere Druck proportional zum Quadrat der Dichte sein sollte
(proportional zu a/F? sein sollte), ist mithsam. In Quelle ’> wird eine solche Begriindung vorgefiihrt, aber auf
dem Weg miissen Annahmen gemacht werden. (Konkret ist der innere Druck nicht strikt proportional zu
1/V2, siche Abschnitt 3.3.5.) Der innere Druck nach van der Waals ist vor allem ,,schlau geraten* (englisch:
ein ,,educated guess®).

Das vdW-Gesetz in der gewohnlich zitierten Form ist:

Glg. 334

2
(erc;nz J(V—nb)anT

74 Wir fithren die Berechnung des 2. Virialkoeffizienten des vdW-Gases vor. Es gilt die vdW-Gleichung : p= RT a
V-b V*

Der Realgas-Faktor ergibt sich als , _ LV _ 4 la_ 1 la

RT V-b RTV 1-b/V RTV
Wir leiten Z nach 1/Vab: 1 Ly
d(1/7) (1_;,/;7)3( ) RT
Im Grenzfall von 1/ — 0 ergibt sich fiir den 2. Virialkoeffizienten die GroBe b — a/(RT).
75 en.wikipedia.org/wiki/Van_der Waals_equation
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Wir stellen um zu

Glg. 3.3.5
_ nRT _an2_ RT _a
Pmr=m) v (7-p) 7

Die Abhingigkeit des Drucks vom Molvolumen bei festem 7 gemaf il
Glg. 3.3.5 ist in Abb. 3.8 oben wiedergegeben. Es handelt ich um die
,,vdW-Isothermen*.

Merke

— Van der Waals schlédgt eine Gleichung vor, die die Wechselwirkun-
gen iiber zwei Parameter b und a quantifiziert. Die vdW-Gleichung
lautet p = RT/(V - b) — a/ V>

— b (ebenfalls ,,ausgeschlossenes Volumen* genannt) quantifiziert das
Eigenvolumen der Molekiile. b entspricht in etwa dem
Molvolumen der betreffenden Fliissigkeit.

liquid

— a quantifiziert die Anzichung zwischen Molekiilen.

3.3.4 Instabilitdt, Phasenkoexistenz und kritischer Punkt
Abb. 3.9

In einem bestimmten Bereich von Temperatur und Druck hat die
vdW-Isotherme (Glg. 3.3.5, Abb. 3.9) eine positive Steigung. Eine
solche positive Steigung hat eine Instabilitit zur Folge (Abb. 3.8 un-
ten). Wenn es — warum auch immer — zu kleinen Dichte-Unterschie-

Die Volumina und den Druck der koexistie-
renden Phasen bei einer gegebenen Tempe-
ratur entnimmt man der Maxwell-Konstruk-
tion. Weiterhin gezeigt sind der instabile
und der metastabile Bereich.

den in der betreffenden Kammer kommt, gibt es eine positive Riick- img.tfd.com/ggse/99/gsed_0001_0004_0_im

0687.
kopplung und die Stérung verstérkt sich. Der dichtere Bereich kolla- £ prg

biert. Er kollabiert solange, bis die Dichte der Fliissigkeit erreicht ist.

Dann steigt mit steigender Dichte der Druck wieder an, bis das hydrostatische Gleichgewicht wieder herge-
stellt ist. (Der Druckanstieg in der fliissigen Phase ist sehr steil, denn die Fliissigkeit ist weitgehend inkom-
pressibel.) Die vdW-Gleichung sagt also eine Koexistenz zwischen fliissiger Phase und Dampfphase voraus.

Bei Koexistenz haben beide Phasen den gleichen Druck. Dies wirft die Frage auf, was dieser Druck ist.
Diesen Druck und die zugehdrigen Molvolumina entnimmt man der Maxwell-Konstruktion (Abb. 3.9). Man
zeichnet eine horizontale Linie in das pV-Diagramm ein der Gestalt, dass die Flachen der beiden Zwickel
zwischen der Linie und der Isothermen gleich grof3 sind. Die Endpunkte, an denen diese Linie die Isotherme
kreuzt, bezeichnen die Molvolumina der beiden Phasen. Die H6he der Linie ist der Druck bei Phasenkoexis-
tenz. Die Begriindung der Maxwell-Konstruktion ist etwas umstandlich. Im Gleichgewicht herrscht ein re-
ger Austausch von Molekiilen zwischen beiden Phasen. Dieser Austausch verlangt, dass ein sogenannte
,virtuelle Arbeit™ zu Null wird. Diese virtuelle Arbeit ist das Integral iiber die Differenz zwischen der Iso-
thermen und der betreffenden Linie. Wir belassen es bei dieser etwas allgemeinen Erkldrung.

Neben der in Abb. 3.8 dargestellten echten Instabilitit gibt es auch einen metastabilen Bereich (Abb.
3.9). In diesem Bereich ist die Steigung der Isothermen negativ. Spontane kleine Druck-Schwankungen
wachsen deshalb nicht an. Sollte aber irgendwo in der Kammer bereits eine Fliissigkeit vorliegen, werden
Molekiile aus der Gasphase in diese Phase iibertreten, solange, bis der durch die Maxwell-Konstruktion be-
schriebene Zustand erreicht ist. Diese Metastabilitéit kennt man vom Uberhitzen und vom Unterkiihlen. Bei
Uberhitzen und Unterkiihlen wird der metastabile Bereich durch eine Anderung der Temperatur angefahren.

36



Man kann ihn auch durch Kompression und Expansion anfahren. Das geschiecht in der Nebelkammer bzw.

der Blasenkammer.” Der Fliissig-Dampf-Ubergang ist nukleiert.

Der instabile Bereich tritt nur bis zu einer bestimmten maximalen Temperatur auf. Diese Temperatur

heiBit kritische Temperatur. Der zugehorige Druck ist der kritische Druck, das Molvolumen ist das kritische
Molvolumen. Man nennt diesen Zustand auch den ,,kritischen Punkt®“. Gut bekannt ist der kritische Punkt
von CO; bei 31 °C and 75 bar. Bei hoheren Driicken und Temperaturen heiflt das Fluid ,,iiberkritisch* (eng-
lisch ,,supercritical®, deshalb ,,scCO," oder ,,sCO,* fiir iiberkritisches CO;). Im iiberkritischen Bereich kann
es keine Tropfen, mithin auch keine Grenzflichenspannungen geben. Die Dichte des Fluids lésst sich iiber

den Druck in weiten Grenzen einstellen. Uberkritisches CO, wird
viel in der Verarbeitung von Lebensmitteln genutzt, zum Beispiel zur
Extraktion von Wirkstoffen oder auch von gesundheitlich bedenkli-
chen Stoffen.

Direkt am kritischen Punkt liegt die Tangente an die Isotherme
im pV-Diagramm horizontal; die Kompressibilitét ist unendlich.
Deshalb gibt es starke Schwankungen der Dichte. Diese kann man
optisch nachweisen, denn die Dichte-Schwankungen fithren zu
Schwankungen des Brechungsindex und die Probe wird triib. Man
spricht von , kritischer Opaleszenz* (Abb. 3.10). Solche Fluktuatio-
nen sind charakteristisch fiir alle kritischen Punkte. Kritische Punkte
gibt es auch fiir die Entmischung.”’ Die Fluktuationen nehmen einen
starken Einfluss auf die Eigenschaften des betreffenden Mediums
(am kritischen Punkt).

pressure p

\\\"\i\\\\\\\

: %‘ critical

7a=3110:C

Abb. 3.10

und Dampf.

temperature T

Am kritischen Punkt verschwindet kontinu-
ierlich der Unterschied zwischen Fliissigkeit

www.gdch.de/strukturen/fg/leitner.pdf

Am kritischen Punkt gibt es iibrigens keine Metastabilitdt. Das ist in der Technik wichtig, weil Metasta-

bilitdt oft ein Problem darstellt. Nukleation zu kontrollieren, kann mithsam sein. Nukleation kann an

Schmutz stattfinden oder auch nicht.

Abb. 3.11 stellt diese Sachverhalte nochmals im pT-Diagramm
dar. Im pT-Diagramm gibt es keinen instabilen Bereich, denn
beide Variablen sind intensiv. Der instabile Bereich wird durch
eine Phasenkoexistenz-Linie ersetzt. Abb. 3.11 zeigt neben der
Koexistenz-Line ,,fliissig/gasformig® auch die Koexistenz-Linien
»fest/flissig™ und ,.fest/gasformig™. Dieses Phasendiagramm tritt
héufig auf.

Merke

— Die vdW-Gleichung sagt einen instabilen Bereich und die
fliissig/gasformig-Koexistenz voraus.

— Die vdW-Gleichung sagt einen metastabilen Bereich und
Nukleation der Phaseniibergidnge voraus.

— Die vdW-Gleichung sagt den kritischen Punkt voraus. Der
kritische Punkt ist durch starke Fluktuationen gekennzeichnet.

N !
P |
i liberkritischer
i Bereich
/kr‘itischer Punkt
>
T
Abb. 3.11

Ein Phasendiagramm in pT-Form
img.tfd.com/ggse/99/gsed 0001 _0004_0 img

0687.png

76 Es geschah in diesen Geriten; sie werden heute nicht mehr verwendet. Quellen: de.wikipedia.org/wiki/Blasenkammer, de.wikipe-

dia.org/wiki/Nebelkammer

77 Man mag sich die fliissig-gasformig-Koexistenz als eine Entmischung zwischen dem betreffenden Stoff und dem Vakuum vorstel-
len. Die Gas-Phase ist reich an Vakuum und arm an der Substanz; bei der fliissigen Phase ist es umgekehrt.
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3.3.5 Andere Gasgesetze

Die quantitative Ubereinstimmung zwischen der vdW-Isothermen und experimentell bestimmten Iso-

thermen ist selten beeindruckend. Man kann modifi-
zierte Gasgesetze formulieren, die den experimentell
beobachteten Verhiltnissen ndher kommen als die
vdW-Gleichung. Das ist eine undankbare Aufgabe,
weil die betreffenden Parameter oft empirisch sind
(weil sie keine physikalische Interpretation haben) und
weil es eine Vielzahl verschiedener Gesetze gibt, die
alle dhnlich gut oder dhnlich schlecht sind. Wir geben
eins dieser Gesetze an. Redlich und Kwong schlagen

Vvor:
Glg. 3.3.6

b= RT B a

V-b ﬁV(V + b)

0.42748 R°T?®
a =

P
, _ 0-08664 RT,
P

peund T, sind der kritische Druck und die kritische

100 50 °C
40 °C
80 31.04 °C (T%)
E
]
60
40
A
20
0 L . —
0.0 0.2 0.4 0.6
Vel (L mol™)
X,
Abb. 3.12

Die Isothermen von CO; nahe am kritischen Punkt
und die Vorhersage der vdW-Gleichung (griin).

Die Parameter der vdW-Gleichung wurden so an-
gepasst, dass die Lage des kritischen Punktes kor-
rekt reproduziert wird. Abseits des kritischen
Punktes gibt es deutliche Abweichungen zwischen
dem Experiment in der so angepassten vdW-Glei-

chung.

Temperatur. Diese letztere Gleichung hat nur zwei freie Parameter, so wie das vdW-Gesetz. Fiir die Red-
lich-Kwong-Gleichung gibt es eine mikroskopische Begriindung.

Merke

— Die vdW-Gleichung ist nicht quantitativ korrekt. Es gibt realistischere Erweiterungen.
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4 Die Zustandsformen der Materie

Bevor wir uns weiter in die Thermodynamik vertiefen, verschaffen wir uns einen Uberblick iiber die
Gebiete, die mit Hilfe der Thermodynamik beschrieben werden — oder im Falle der Festkorper und Gléser
von der Gleichgewichts-Thermodynamik eben nicht beschrieben werden.

Im Folgenden geht es zundchst um die Zustinde fest, fliissig und gasformig. Spéter behandeln wir Zu-
stinde der Materie an der Grenze zwischen fest und fliissig. An dieser Stelle greift das einfache p7-Dia-
gramm (Abb. 4.1 links oben) zu kurz. ,,Fest” und ,,fliissig* sind fiir komplexe Medien nicht einfach durch
eine Linie getrennt. Beispiele flir Materialien an dieser Grenze sind die Polymere, die Kolloide, die Glaser
und die Fliissigkristalle. Das Gebiet fiihrt den Namen ,,weiche Materie* (,,soft matter”, auch “soft condensed
matter” oder “complex fluids™). Wichtige Themen sind das das Zusammenspiel von Ordnung und Beweg-
lichkeit sowie das spontane Entstehen von rdumlich begrenzten Aggregaten (,,Selbstorganisation®).

4.1 Gase

Gase sind weitgehend ungeordnet. Die Innere Energie ist vor allem eine kinetische Energie. Weil die
Molekiile nur sporadisch in Kontakt miteinander kommen, sind Gase kompressibel. Sie unterscheiden sich
in dieser Hinsicht von Fliissigkeiten und Festkorpern. Fliissigkeiten sind in ihrer Gestalt leicht verdnderbar
aber nicht in ihrem Volumen. Die Dichte ist dann durch den festen Abstand zwischen den Nachbarn weitge-
hend fixiert. Die Kompressibilitdt von Fliissigkeiten ist meist etwas hoher als die Kompressibilitdt der zuge-
horigen Kristalle, aber nicht viel hoher. Inkompressibilitdt (will sagen: geringe Kompressibilitit) ist ein
Charakteristikum der weichen kondensierten Materie.

Weil Gase hoch-beweglich sind, erreichen sie das thermodynamische Gleichgewicht relativ schnell.

Merke
— Gase sind ungeordnet.
— Gase sind wesentlich kompressibler als Fliissigkeiten und Festkorper.

— Gase erreichen das thermodynamische g T
. . - led i
Gleichgewicht. eryst i /T SRS
t
4.2 Kristalle s lig lassy liq
Wenn man die Zustandsformen der Materie ol i s
entlang einer Skala von Ordnung und Beweglich- P L
keit ordnet, liegen Gase und Kristalle an den bei- T liquid- i o8 liquid with
. . / crystalline .:. mesosopic
den entgegengesetzten Enden dieser Skala. Kris- # mesophase structure
. : ' cryst _ cryst % (colloids,
talle sind hoch-geordnet. Fast alle Kristalle sind liq & 3 polymers)
gleichzeitig weitgehend unbeweglich.” el gas
P p
Ein makroskopischer Kristall hat strukturelle
und substitutionelle Defekte. Hochreines Silizium Abb. 4.1
hat z.B. ,,nur“ 10!! Defekte/cm®. Man kann nicht Ein Phasendiagramm in p7-Form. Als ,,weiche Materie™
davon ausgehen, dass Kristalle beziiglich der De- ge..lten neben den Fliissigkeiten verschiedene komplexe Zu-
) ) ) i ) stinde, die in diesem Diagramm an der Grenze zwischen
fekte im Gleichgewicht seien. Deshalb haben sie Fliissigkeit und Festkdrper angeordnet sind.

78 Der Zusammenhang zwischen Struktur und Dynamik, auf den hier abgehoben wird, ist nicht immer trivial. Es gibt z.B. Materia-
lien, die man lange Zeit fiir Fliissigkristalle hielt (Abschnitt 4.5.1), die sich aber als Kristalle mit einer sehr kleinen kritischen Flief3-
spannung erwiesen. Neuerdings hat man bei sehr tiefen Temperaturen Materialien mit periodischer Struktur gefunden (,,Kris-
talle), deren Kristall-Ebenen aber ohne Widerstand aneinander abglitten. Man spricht von ,,supersolids®. Es gibt eine Analogie

zur Suprafluiditit.
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ein Erinnerungsvermégen. Ein solches Erinnerungsvermdgen haben auch Glaser und semikristalline Fest-
korper. Ein solches Gedachtnis ist bedeutsam, wenn — wie das beim Stahl der Fall ist — die Werkstoff-Eigen-
schaften weitgehend von den Defekten bestimmt werden.” Die Endeigenschaften des betreffenden Materi-
als werden mit der ,,thermomechanischen Behandlung* (einer Temperaturbehandlung kombiniert mit Wal-
zen oder Schmieden) eingestellt. Eine solche Behandlung ist fiir Fliissigkeiten nicht denkbar.

Merke

— Kiistalle erreichen nicht das thermodynamische Gleichgewicht. Sie haben ein Gedéchtnis.

— Reale Kristalle haben eine Vielzahl von Defekten. Die Anwendungs-Eigenschaften von Materialien wer-
den oft durch Defekte bestimmt.

4.3  Flissigkeiten

Fliissigkeiten liegen in ihren Eigenschaften zwischen den Kristallen und den Gasen. Chemische Reakti-
onen und biologische Prozesse finden ganz liberwiegend in Fliissigkeiten statt, weil Fliissigkeiten vielféltige
Wechselwirkungen mit schneller Dynamik verbinden. Fliissigkeiten erreichen das thermodynamische
Gleichgewicht. Sie haben kein Gedéchtnis.

Der fliissige Zustand ist in mancherlei Hinsicht etwas speziell. Dariiber hat schon van der Waals philo-
sophiert. Er meinte, Theoretiker wiirden die Moglichkeit eines fliissigen Zustands {ibersehen haben, wenn
sie nicht durch die Erfahrung auf die Fliissigkeiten gestoBBen worden wéren. Der fliissige Zustand hat eine
Nahordnung (nicht zu verwechseln mit einer Teilordnung, wie sie bei den Fliissigkristallen auftritt). Der Be-
griff Nahordnung meint zunéchst einen bevorzugter Abstand zu den nichsten Nachbarn. Oft meint er auch
eine bevorzugte Anzahl der nichsten Nachbarn (eine ,,Koordinationszahl“, oft mit dem Buchstaben z). Es
kann weiterhin bevorzugte relative Orientierungen geben. Bisweilen gibt es auch Wechselwirkungen mit
einer zweiten Schale.

Wasser spielt unter den Fliissigkeiten eine Sonderrolle. Die Hydrations-Energie von lonen in Wasser ist
in ihrer Grofe vergleichbar mit der Gitterenergie von ionischen Kristallen. Ionen sind deshalb in Wasser 16s-
lich. Es gibt vielfaltige elektrostatische Wechselwirkungen zwischen den Ionen. Etwas separat von den ge-
16sten Ionen davon die Wasserstoff-Briicken (H-Briicken), die hydrophobe Wechselwirkung und die kompli-
zierte Nahordnung. Wenn im Folgenden von ,,Losungsmitteln® die Rede ist, sind in erster Linie organische
Losungsmittel gemeint.

Die Eigenschaften der Raumtemperatur-Fliissigkeiten sind zwar mitnichten universell, aber die ver-
schiedenen fliissigen Materialien sind einander gleichwohl in mancher Hinsicht dhnlich. Die betrifft u.a. die
innere Kohésion, die Entropie, die Mischbarkeit, die Viskositit und die Diffusivitit. Dies liegt vor allem da-
ran, dass die Stirke der intermolekularen Wechselwirkungen dhnlich ist. Wéren die Wechselwirkungen
schwicher, wire die Substanz ein Gas. Wiren sie stirker, ware die Substanz ein Kristall.

Merke

— Fliissigkeiten erreichen das thermodynamische Gleichgewicht. Fliissigkeiten verbinden Wechsel-
wirkungen mit schneller Dynamik. Sie sind deshalb als Losungsmittel in der Chemie von grofler
Bedeutung.

— In Flissigkeiten besteht eine Nahordnung.

— Wasser ist aufgrund der Loslichkeit von Ionen, der H-Briicken und der hydrophoben Wechselwirkung ein
Sonderfall.

7 Defekte bestimmen nicht nur bei die Eigenschaften von Stahl. Auch das elektrische Verhalten von Halbleiter-Bauelementen auf
Silizium-Basis wird von gezielt eingebrachten Verunreinigungen (von den Dotierstoffen) gesteuert.
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4.4 Gldser

Am kristallin-fliissig Ubergang gibt es grundsitzlich Metastabilitit auf beiden Seiten. Unterkiihlte Fliis-
sigkeiten sind aber wesentlich weitverbreiteter als iiberhitze Kristalle, weil die Kristall-Nukleation relativ oft
langsam ist. Manche Stoffe — insbesondere die ataktischen Polymere — haben sogar eingefrorene Unord-
nung, die eine Kristallisation v6llig unmdglich macht. Auch mit Stoffgemischen kann man eine Kristallisa-
tion unterbinden, sogar fiir Metalle. (Metalle kristallisieren aufgrund der ungerichteten metallischen Bin-
dung normalerweise gut.)

Wenn man eine unterkiihlte Fliissigkeiten immer weiter abkiihlt, wird die Viskositét irgendwann
unmessbar hoch und die Fliissigkeit wird zum Glas. Es gibt verschiedene Definitionen der Glastemperatur
Tc. Eine besagt, dass bei T die Viskositidt den Wert von 10'% Pa s iiberschreitet. Bei dieser Definition
besteht natiirlich eine gewisse Beliebigkeit. Eine andere Definitionen von T¢ baut auf dem Temperatur-
Volumen-Diagramm auf (Abb. 4.2). Das Experiment startet im fliissigen Zustand (also bei hoher
Temperatur), denn dort besteht ein thermodynamisches Gleichgewicht (also ein wohldefinierter Ausgangs-
zustand fiir das Experiment®®). Beim Abkiihlen sinkt das Volumen, denn der Wirmeausdehnungskoeffizient
ist (fast immer) positiv. Falls es zur Kristallisation kommt, springt das Volumen diskontinuierlich zum
Volumen des Kristalls. Meist sinkt es. (Bei Wasser steigt es.) Wenn aber die Kristallisation nirgendwo
nukleiert wird, bleibt die Substanz fliissig und der Volumenschrumpf setzt sich gleichméfBig fort. Bei der
Glastemperatur 7¢ hat die Temperatur-Volumen-Relation einen Knick. Gleichzeitig fdillt das Material aus
dem thermodynamischen Gleichgewicht. Ein Teil der Freiheitsgrade fiir die innere Bewegung (fiir die
Relaxation, welche der Senkung der Temperatur nachfolgt) friert ein. Geméal einer Mehrheitsmeinung ist
dies ein rein kinetischer Ubergang ohne jede strukturelle Verinderung.®'*> Réntgen-Diffraktogramme an
Glésern zeigen keine Unterschiede zu Rontgen-Diffraktogrammen an Schmelzen. Weil der Glasiibergang
ein kinetischer Ubergang ist, ist auch die Glastemperatur Kiihlraten-abhiingig: Je langsamer man kiihlt, desto
spater verliert das Material die Fahigkeit zu relaxieren.

vV Flussig- Abb. 4.2
keit Der Glasiibergang duflert sich unter anderem in ei-

& nem Knick in der Temperatur-Volumen-Beziehung.
Am Glaspunkt fallt die unterkiihlte Flissigkeit aus
dem thermodynamischen Gleichgewicht. Je langsa-
mer die Abkiihlung ist, desto tiefer liegt die Glas-
temperatur.

T ist die Schmelztemperatur (,,m* fiir melting).
Diese Temperatur wird meist beim Aufheizen be-
stimmt, weil Kristalle viel seltener tiberhitzt werden,

als Flissigkeiten unterkiihlt werden. Das liegt daran,

' Kristall dass an der Oberflache von Kristallen oft eine sehr
/ T  diinne fliissigkeitsartige Schicht vorliegt, welche den
; Schmelzprozess nukleiert. Siehe dazu auch den Text
im Umfeld von Glg. 8.3.7.

unterkihit

G, slow TG‘ fast Tm

80 Das sollte man zumindest meinen. Es zeigt sich, das Kristallisationskeime bisweilen in Fliissigkeit erhalten bleiben, besonders an
Winden. Das sieht man daran, dass sich nach Aufschmelzen und erneuter Kristallisation eine Textur ergibt, die der urspriinglichen
Textur dhnlich ist.

81 Puristen vermeiden deshalb das Wort ,,Glasiibergang® und sprechen stattdessen vom ,,Glaspunkt*.

82 Ob eine verlangsamte Dynamik wirklich das strikt einzige Charakteristikum des Glasiibergangs ist, ist nach wie vor umstritten. Es
gibt Theorien — und auch Experimente, die diese Theorien stiitzen — die dem Glasiibergang eine subtile Anderung der inneren Or-
ganisation zuschreiben. Der Glasiibergang wird als eine ,,random first order transition* (RFOT) modelliert.
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Aus materialwissenschaftlicher Sicht haben die Gliser eine Reihe von Besonderheiten:

— Glaser sind homogen und isotrop. Metalle und Keramiken sind im Unterschied dazu so gut wie immer
polykristallin, lokal anisotrop und inhomogen. Deshalb sind Keramiken oft weiB3.

— Aufgrund der Homogenitit sind die nicht-metallischen Glaser transparent.

— Die Homogenitit ist nachteilig fiir das Bruchverhalten. In heterogenen Materialien kommen Risse oft an
den Heterogenititen zum Stillstand. Bei Gldsern fehlt dieser Mechanismus. Deshalb sind Glaser oft
sprode.

— Eine Besonderheit der metallischen Gléser: Weil die magnetische Doméanenbildung mit magnetischem
Pinning fehlt, sind die ,,bulk metallic glasses* (BMGs) gute Weichmagneten. Beim Umschalten der Mag-
netisierung wird das Wandern von magnetischen Doménen unterbunden, was die dissipierte Energie
senkt.

— Das graduelle Erweichen von Polymeren am Glaspunkt ist von Vorteil fiir die Verarbeitung.

In den Materialwissenschaften spielen die Glas-Keramiken heute eine dhnlich grofle Rolle wie die Gla-
ser selbst. Glaskeramiken enthalten Kristalle, welche in eine Glasphase eingebettet sind. Wenn die kristal-
line Phase kubische Symmetrie hat, ist die kristalline Phase isotrop und das Material ist weitgehend transpa-
rent. Andernfalls fiihrt die Doppelbrechung zur Triibung. Wegen der Teilkristallinitdt haben die Glaskera-
miken oft glinstigere mechanische Eigenschaften als die Gliser (Elastizitidts-Modul, Hérte, ...).

Eine Besonderheit ist das ,,Zerodur. Es gibt spezielle Keramiken,®® die einen negativen Wirmeausdeh-
nungs-Koeffizienten haben. Wenn diese Stoffe im korrekten Mengenverhaltnis in ein Glas eingebracht wer-
den, resultiert ein Material mit verschwindendem Warmeausdehnungs-Koeffizienten. Das Material kann
dann Temperaturspriinge aushalten, ohne zu brechen. Man kennt dies Material von den Herdplatten.

Merke

— Aus struktureller Sicht sind Gldser unterkiihlte Fliissigkeiten. Der Glasiibergang ist ein kinetischer
Ubergang. Ein unterkiihlte Fliissigkeit fillt bei 75 aus dem thermodynamischen Gleichgewicht.

— Gléser sind homogen und isotrop. Weil die Risspropagation nicht an Heterogenitéten gestoppt wird, sind
Glaser in der Regel sprode.

4.5 Komplexe Fluide
4.5.1 Flissigkristalle

Fliissigkristalle (Englisch: liquid crystals, LCs) sind nicht etwa fliissige Kristalle. Zum Zeitpunkt ihrer
Entdeckung galt die Eigenschaft der Doppelbrechung als charakteristisch fiir Kristalle. LCs sind doppelbre-
chend aber gleichzeitig fliefahig. Doppelbrechend sind aber nicht nur die Kristalle, sondern auch die op-
tisch anisotropen Fliissigkeiten, eben die ,,Fliissigkristalle®.

F &

\  Abb.43

Eine diinne Schicht eines nematischen Fliissigkristalls, abgebildet mit einem Polari-
sations-Mikroskop. Man beobachtet die ,,Schlieren-Textur. Wegen der planaren
Grenzflachen oberhalb und unterhalb der Probe liegt Vorzugsrichtung tiberall in der
Bildebene. (Das ist fast immer so. Auf speziell praparierten Oberflichen kénnen
Nematen auch senkrecht stehen.) An den hellen Stellen steht die Hauptachse (steht
der ,,Direktor®) in einem Winkel von 45° zu den Polarisatoren.
de.wikipedia.org/wiki/Textur (Mesophase)

83 Die zentrale Komponente ist der B-Quarz, auch ,,Hochquarz*. Dieser Kristall hat einen negativen Wirmeausdehnungskoeffizien-
ten, wandelt sich aber normalerweise bei Raumtemperatur in den a-Quarz (,, Tiefquarz®) um. Kleine B-Quarz-Kristallite kann man
aber in der Glaskeramik stabilisieren.
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Weil Fliissigkristalle doppelbrechend sind, erscheinen sie im Polarisations-Mikroskop hell. Isotrope
Materialien erscheinen zwischen gekreuzten Polarisatoren dunkel, doppelbrechende Materialien oft nicht.

Im Polarisations-Mikroskop sind Nematen (wenn sie als diinne Filme zwischen zwei Glasplatten vorliegen)
leicht an der sogenannten ,,Schlierentextur (Abb. 4.3) zu erkennen.

Die fliissigkristallinen Phasen werden auch als Mesophasen bezeichnet, also als Phasen zwischen
kristallin und fliissig-isotrop. LCs sind teilgeordnet. Sie liegen im Phasendiagramm zwischen dem Kristall
und der isotropen Fliissigkeit (Abb. 4.4). Teil-Ordnung kann z.B. eine Orientierungs-Ordnung bei fehlender
Positions-Ordnung sein (nematische LCs) oder auch Orientierungs-Ordnung kombiniert mit Positions-

Ordnung entlang lediglich einer Dimension sein (smektische LCs). Es gibt weitere Formen der Teil-

Ordnung.

Man unterteilt die LCs in thermotrop und lyotrop. Bei den lyotropen LCs wird der Phaseniibergang
(oder werden die Phaseniibergénge, Plural) von der Konzentration getrieben. Eine erste gro3e Klasse von
lyotropen LCs bilden die stibchenformigen Kolloide (Nanorods, Nanocellulose, Tabak-Mosaik-Virus, ...).
Stabchenformigen Kolloide bilden — bei geniigend hoher Konzentration — meist nematische Phasen. Sie

maximieren ihre Gesamt-Entropie, indem sie sich bevorzugt parallel zueinander anordnen. Das kostet das

System Orientierungsentropie. Das System gewinnt aber dabei Translations-Entropie, weil die lokalen

Kéfige um jedes Stdbchen grofier werden, wenn die Stidbchen sich ausrichten. Die zweite grofle Klasse der
lyotropen LCs sind die Assoziations-Kolloide (Lipide, Tenside,...). Diese bilden z.B. smektische Phasen,

wenn sie eine Tendenz zur Lamellenbildung haben.

Pressure, p/kbar,
-
o

Isotropic

0 60 100
Temperature, /°C

Abb. 4.4

Das Phasendiagramm des Fliissigkristalls
Octylcyanobiphenyl (8CB, Abb. 4.5). Zwischen
dem Kiristall und der isotropen Fliissigkeit befin-
den sich zwei weitere, teilgeordnete Phasen.
digitalfirst. bfwpub.com/qchem2e_impact_sec-
tions/impact 14 _2.html

Basierend auf: R. Shashidhar, G. Venkatesh, J.
de Physique Colloque, 40, C3 (1979).

o
=<0~

Abb. 4.5

Die Molekiile, die nema-
tische Fliissigkristalle bil-
den, haben einen elon-
gierten starren Kern und
flexible Ketten. Die fle-
xiblen Ketten streben
nach Entropie und storen
deshalb die Kristallisa-
tion.

Gezeigt ist das Molekiil
8CB (4-cyano-4'-
octylbiphenyl).
en.wikipedia.org/wiki/4-
Cyano-4'-pentylbiphenyl

Abb. 4.6

In der nematischen
Phase haben die Mole-
kiile eine gemeinsame
Vorzugsrichtung. Es
gibt aber keinen ,,Pfeil”.
,,Oben‘ und ,,Unten*
sind gleichwertig.
en.wikipedia.org/wiki/
Liquid_crystal

Die thermotropen Nematen bestehen aus stdbchenformigen Molekiilen mit flexiblen Seitenketten (Abb.

4.5). Die flexiblen Seitenketten verhindern in einem bestimmten Temperatur-Bereich die Kristallisation.®*

84 Auch durch Mischung verschiedener Molekiile kann man den Temperaturbereich der LC-Phase aufweiten. Das Stichwort ist hier
die eutektische Mischung (Abschnitt 9.14). Die LC-Displays enthalten solche Mischungen, weil andernfalls der nematische Tem-

peratur-Bereich nicht breit genug wére.
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Bei fast allen Nematen handelt es sich um eine quadrupolare (statt einer dipolaren) Anisotropie. Die Punkt-
gruppe ist Coy, nicht C... Die Orientierungsverteilungsfunktion (englisch: orientation distribution function,
ODF) hat Zylinder-Symmetrie um die Hauptachse und Spiegelsymmetrie an der Mitten-Ebene. Dies betont
man, indem man die Vorzugsrichtung mit einem Doppelpfeil bezeichnet (Abb. 4.6).

Nematen sind paradigmatisch fiir das Prinzip: Funktion braucht Ordnung und Beweglichkeit. Die
,Funktion® ist hier vor allem das LC-Display. Im LC-Display wird die Orientierung der LC-Phase (und da-
mit auch deren Doppelbrechung) durch elektrische Felder geschaltet. Das elektrische Feld arbeitet dabei ge-
gen Einfluss der Oberflache. In Abwesenheit des Feldes richtet sich die LC-Phase parallel zur Oberfldache
und entlang von kleinen Riefen, welche in die Oberfldache eingebracht wurden, aus. Dieses Vorgang nennt
sich ,,surface orientational anchoring®. Achtung: Das vielfach beschriebene ,,TN-Display* (TN fiir ,,twisted
nematic®) ist veraltet. Wir beschreiben die Funktionsweise der TN-Zelle und auch die der modernen Zellen
nicht im Einzelnen.

Merke

— Nematische Fliissigkristalle haben eine Orientierungs-Ordnung aber keine Positions-Ordnung.

— Nematen sind quadrupolar geordnet, nicht dipolar.

— Nematen sind doppelbrechend und richten sich im elektrischen Feld aus. Die Kombination dieser beiden
Eigenschaften wird im LC-Display genutzt.

4.5.2 Kolloide

Das Wort ,,kolloidal* kommt aus dem Griechischen und kann mit ,, Klebstoff-artig® {ibersetzt werden.
Kolloide wirken bei hoher Konzentration oft klebrig. Die Klebrigkeit eines Materials hdngt eng mit dessen
Flie-Eigenschaften (mit dessen rheologischen Eigenschaften) zusammen. Kolloide haben komplexe FlieB-
Eigenschaften. Eine historische Notiz: Man hielt die Polymere lange fiir Kolloide. Polymere sind aber line-
are Ketten, was sich in der Gummi-Elastizitdt duflert. Kolloide zeigen im Allgemeinen keine Gummi-Elasti-
Zitdt.

Die IUPAC-Definition® der Kolloide ist weit gefasst und wenig aussagekriftig. GemiB IUPAC
bezeichnet ,,colloidal ein ,,object, which at least in one of the dimensions lies between 1 nm and 1 pm*.
Eine groBe und wichtige Teilmenge der Kolloide sind feste, dispergierte, mesoskopische®® Objekte in einer
fliissigen Umgebung. Fiir diese Untergruppe ist eine etwas sprechendere Definition mdglich (die nicht vollig
dquivalent zur [IUPAC-Definition ist). Kolloidale Objekt in diesem zweiten Sinne sind einerseits grofer als
Molekiile, sind andererseits aber so klein, dass die Brownsche Bewegung ein thermodynamisches
Gleichgewicht herbeifiihrt. Diese Definition fiihrt zu einer maximalen Grofe in der GroBenordnung von
1 um. Einsetzen von Zahlenwerten zeigt, dass es bei Groflen jenseits von 1 pm oft zur Sedimentation
kommt. Fiir kolloidale Dispersionen (also fiir geniigend kleine Partikel) schlagt die Diffusion die
Sedimentation.

Merke
— Kolloide sind mesoskopische Objekte, die der Brownschen Bewegung (der thermischen Bewegung)
unterliegen und die meistens das thermodynamische Gleichgewicht erreichen.

85 JUPAC steht fiir “International Union of Pure and Applied Chemistry”.

8 Die Vorsilbe ,,meso* meint hier Abmessungen groBer als molekular, aber so klein, dass die betreffenden Strukturen nicht im opti-
schen Mikroskop sichtbar sind. (Es gibt andere Definitionen.) ,,Meso* hat hier nicht dieselbe Bedeutung wie bei den ,,Mesopha-
sen®, also bei den LC-Phasen.
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4.5.3 Polymere

In der Frithphase der Polymerforschung war durchaus unklar, ob Poly-
mere Kolloide seien oder nicht. Es gibt Gemeinsamkeiten (und es gibt natiir-
lich kolloidale Partikel, die aus Polymeren bestehen). Das Merkmal, welches
Polymere besonders macht, sind die flexiblen linearen Ketten. Von den vielen
Konsequenzen seien die Folgenden erwéhnt:

— Falls eine gewisse chemische Unordnung entlang der Ketten besteht, sind
die Polymere amorph oder teil-amorph. Es gibt einen Glasiibergang mit
gradueller Erstarrung bzw. gradueller Erweichung. Dies ist giinstig fiir die
Verarbeitung.

— Die Verschlaufungen zwischen Ketten und die vergleichsweise langsame
Entschlaufung ist giinstig fiir die Adhésion (,,polymer welding*). In vielen
Féllen sind Verschlaufungen auch giinstig fiir die Rheologie (Fadenbil-
dung).

— Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften von Polymeren ist die Gummi-

A
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Abb. 4.7

Wenn man eine Polymerkette streckt,

verliert sie Entropie. Dies ruft die
Gummi-FElastizitét hervor.
www.ahd. tudelft.nl/~frank/show-
case.html

Elastizitdt. So wie das Gas in eine Luftpumpe eine Kraft auf den Stempel ausiibt, {ibt ein gestrecktes Po-
lymer-Netzwerk eine Zugkraft auf die Halterung aus (Abb. 4.7). Die Gummielastizitét erzeugt ein entro-
pische Kraft, 3" weil die Streckung die Anzahl der zugénglichen Mikrokonformationen der Ketten senkt.

Merke

— Charakteristisch fiir die Polymere sind flexible lineare Ketten. Sie fiihren dazu, dass Polymere auch bei
tiefen Temperaturen mindestens teil-amorph sind. Weitere Konsequenzen sind das transiente

Verhakungs-Netzwerk und die Gummi-

Elastizitét. =

) Y -

4.6 Weiteres S 00
@00
Wir haben oben einen Uberblick iiber wichtige ~ H,0 & H" +OH
Aggregat-Zustinde und Materialien aus der Sicht v o .(\Qv o
OO0 ~» -~

der Gleichgewichts-Thermodynamik gegeben. So- o - 6 00" O
wohl in den Materialwissenschaften als auch in der :
Gleichgewichts-Thermodynamik tut man friih den
nachsten Schritt. Materialien liegen eher selten in © O

Abb. 4.8

O In den spiteren Teilen
der Vorlesung wird
die Gleichgewichts-
Thermodynamik zur
Beschreibung von
koexistierenden Pha-
sen, Mischungen und
chemischen Gleichge-

® wichten genutzt.

reiner Form vor.®® Man muss fast immer Mischun-

gen betrachten. Man hat es fast immer mit mehr als einer Phase zu tun, z.B. mit einer Fliissigkeit in Gegen-
wart eines Dampfes. Dann gibt es Grenzflichen-Effekte. Die Grenzflache hat eine Energie, in Abb. 4.8 mit
y bezeichnet. SchlieBlich betrachten wir chemische Gleichgewichte.® Ein wichtiges chemisches Gleichge-
wicht ist die Autodissoziation von Wasser.

Es wird sich zeigen, dass die Behandlung all dieser Phdnomene iibersichtlich ist, wenn man die Thermo-
dynamik zur Anwendung bringt.

87Genaugenommen ist es in beiden Fillen — Luftpumpe und Gummiband — nur dann eine rein entropische Kraft, wenn der Prozess
isotherm gefiihrt wird. Wenn er adiabatisch gefiihrt wird, wird kinetische Energie in externe Arbeit gewandelt.

88 Es gibt nur wenige Beispiele fiir Materialien, die in reiner Form ihre optimalen Eigenschaften haben. Eines ist Diamant (Hérte).
Ein weiteres ist Kupfer (Leitfdhigkeit ). Ein besonders interessantes Beispiel ist Plexiglas. Die meisten technischen Kunststoffe
sind additiviert, nicht jedoch Plexiglas. Plexiglas besteht aus weitgehend reinem Polymethylmethacrylat (PMMA).

8 Elektrochemische Gleichgewichte streifen wir nur kurz im Umfeld von Abb. 5.18. Eine griindliche Behandlung wiirde eine Reihe
von Komplikationen zutage fordern, denen wir ausweichen.
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5 Die Konzepte der Gleichgewichts-Thermodynamik
5.1  Zustandsgrofen und Prozessgrofsen

Der Umstand, dass der Zustand eines Gases (allgemein: der Zustand einer Probe im thermodynamischen
Gleichgewicht mit nur einer Komponente und nur einer Phase) durch zwei unabhéngige Variablen beschrie-
ben wird, zieht eine ganze Reihe von Komplikationen nach sich. Zu diesen gehdren die Existenz von nicht-
trivialen Kreisprozessen und — positiv gewendet — die Existenz von Wéarmekraft-Maschinen.

Es sei zundchst mit einfachen Worten das Problem genannt. In einer einfachen Version der klassischen
Mechanik ist Energie die Fdhigkeit, Arbeit zu leisten. Arbeit soll in diesem Skript — wenn nicht explizit an-
ders spezifiziert — immer mechanische Arbeit sein (Kraft lings des Wegs).”® Andere Formen der Arbeit wer-

den hier nicht betrachtet. Es gilt 6/ = F-d%. Wenn ein Volumen sich ausdehnt, ist dies ebenfalls mit einer

Arbeit verbunden. Es dann 6/ = —(13' /A)-(AdX) = —pdV. A ist die Fliche. Das Minus-Zeichen wird ge-
wiahlt, weil das System Arbeit an der Umgebung leistet.

Energie und Arbeit sind grundsétzlich verwandt. Betrachte die Kugel in Abb. 5.1 oben, die jemand ei-
nen Berg hinauf rollt. Die Arbeit, welche diese Person leistet, ist gegeben als [m-g-dz mit m der Masse,
g =9.81 m/s? der Erdbeschleunigungskonstanten und dz einer infinitesimalen Anderung der Hohe. Genau
diese Arbeit ist nach dem Anheben der Kugel deren potentielle Energie. Die Kugel kann beim Hinunterrol-
len — reibungsfreic Bewegung vorausgesetzt — genau diese Arbeit auch wieder leisten. Wenn es sich statt
dieser Kugel um ein Pendel handelt, werden sich potentielle Energie und kinetische Energie wechselnd inei-
nander wandeln, wobei der Ausschlags des Pendels immer gleich hoch bleibt (solange man die Reibung ver-
nachldssigt). Man kann auch statt des Pendels ein schwingendes Masse-Feder-System betrachten. Dann ist
die potentielle Energie eine elastische Energie in der Deformation der Feder.

A

z ~ Potentielle Energie: AP Kompression/ Abb. 5.1
( j\ -] Warmeabfuhr [ | p  Fiir eine Kugel in einer Potential-
V=V +W | T Landschaft kann man aus der Arbeit,
=V, + mg(z-z) Abkiihlung Erwirmung die bei der Bewegung verrichtet

wird, eine potentielle Energie (eine
Zustandsfunktion) konstruieren
- ] (links). Genau das ist fiir ein Gas,
Q/ \w [ s\gﬁzgi%hr I P, welches einen Zyklus von Kompres-
\__ sion/Expansion und Wirmeab-
vV fuhr/Wiarmezufuhr durchlduft, nicht
moglich (Mitte).

l

—_—

»

Energien dieser Art gibt es auch auf mikroskopischer Ebene. Man spricht von der ,,Inneren Energie®.
Die Innere Energie kann zunichst kinetischer und potentieller Natur sein, so wie beim Masse-Feder-System.
Weiterhin kann es eine chemische Innere Energie sein. Elektrische und magnetische Formen der Inneren
Energie werden hier nicht betrachtet. Es sollen sich in den betrachten Stoffsystemen nirgendwo Kondensato-
ren aufladen und entladen.”® Nicht betrachtet wird weiterhin eine Energie in elektromagnetischen Wellen.
Sie wird nicht betrachtet, weil sie unbedeutend klein ist.”

%0 Es wird spiter auch die Rede von ,.elektrischer Arbeit* sein, definiert {iber 8 Weiee = @dg mit ¢ einer Potentialdifferenz und ¢ einer
Ladung.

1 Sowohl die potentielle Energie als auch die chemische Energie haben auf mikroskopischer Ebene einen elektrischen Anteil. Dieser
soll separat von makroskopischen elektrischen Vorgingen stehen, die per Annahme ausgeschlossen sind.

92 In der Friihgeschichte des Universums hat die Energie im Photonengas das herbei gefiihrt, was heute die ,,large scale structure of
the universe“ ist. Der Prozess flihrt auch den Namen ,,baryonic acoustic oscillations®.
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Auch in der Physikalischen Chemie ist in bestimmten Situationen Energie die Fahigkeit, Arbeit zu leis-
ten. Ein Gas in einer Luftpumpe iibt einen Druck auf den Kolben aus. Wenn man den Kolben expandiert,
wird kinetische Energie, die in der Bewegung der Molekiile enthalten war, in externe Arbeit gewandelt. Da-
bei kiihlt das Gas sich ab. Der Prozess ist reversibel. Wenn man komprimiert, steigt die Temperatur wieder
an. Man darf aber bei dieser Betrachtung keinen Warmeaustausch zwischen Luftpumpe und Umgebung zu-
lassen. Wenn es einen solchen Warmeaustausch gibt (das passiert oft), wird alles komplizierter. Die Innere
Energie ist nicht immer gleich der Fahigkeit Arbeit zu leisten. Die Innere Energie muss oft durch die Freie
Energie oder durch die Freie Enthalpie ersetzt werden

Den Weg von der Energie zur Freien Energie zeichnen wir im Folgenden in aller Griindlichkeit nach
und sammeln dabei auch Argumente auf, die etwas am Rande liegen. Verwechseln Sie nicht den Unter-
schied zwischen Energie und Freier Energie mit dem Gesetz der groen Zahl. Der Begriff der Freien Ener-
gie steht separat vom Gesetz der groen Zahl. Es geht im Kern um eine korrekte Behandlung der Warme.
Die Einordnung der Warme in den Formalismus von Energie und Arbeit ist etwas mithsam. Im Altertum gab
es kein Verstdandnis dieser Zusammenhénge, auch nicht in Ansdtzen. Auch in der Neuzeit hat der Begriff der
Wiérme Verwirrung hervorgerufen. Das Stichwort ist hier die Phlogiston-Theorie. Das ,,Phlogiston* wurde
aufgefasst eine besondere Substanz, die sich durch Warme bemerkbar machen sollte. Die Verfechter der
Phlogiston-Theorie waren mitnichten Alchimisten. Sie waren Empiriker, deren Hypothesen der Uberpriifung
nicht standgehalten haben.

Wir gehen den Weg zur Freien Energie zweimal. Beim ersten Mal verwenden wir so wenig Mathema-
tik wie moglich. Ganz ohne Mathematik geht es nicht. In dem darauffolgenden Kapitel fithren wir den ma-
thematischen Formalismus in all seiner Trockenheit vor. Muss das sein? Die Wertschétzung, welche Che-
miker mathematischen Formalismen entgegenbringen, liegt bisweilen eher im Mittelfeld. Man sagt ,,Erklare
es mir lieber*. Diese Sicht hat sicher ihr Recht. In diesem besonderen Fall ist der Formalismus eine Folge
von Haltegriffen.

Am Anfang der konzeptionellen Beschreibung muss ein mathematisches Argument stehen. Betrachten
Sie die Zahlenebene in Abb. 5.2. Ein Zustandsfunktion ordnet jedem Ort in dieser Zahlenebene einen einzi-
gen, festen Wert zu.”> Dieser Wert ist eine Zustandsvariable. Eine solche Funktion konnte z.B. die Funktion
x oder auch die Funktion x* + y sein. Das ,,System* wird in diesem Diagramm durch einen Punkt in der Zah-
lenebene reprasentiert. Wenn das System ein Gas im Gleichgewicht ist, konnten x und y der Druck (p) und
das Volumen (V) sein. (Es konnten auch p und 7 statt p und V sein.) Eine Zustandsvariable wére z.B. das
Volumen selbst (¥) oder auch die Funktion p? + V.

Eine Prozess entspricht einem Weg in diesem Diagramm. Wir betrachten im Folgenden nur reversible
Prozesse. Reversible Prozesse werden so langsam ausgefiihrt, dass das System zu jedem Zeitpunkt (nahezu)
im Gleichgewicht ist. Eine denkbare Prozessvariable wire das Integral [sBdx. Die Integrationsgrenzen seien
hier die Punkte A und B. Diese spezielle Prozessvariable hat die interessante Eigenschaft, dass ihr Wert nur
von den Endpunkten abhingt. Fiir alle Prozesse, die von A nach B fiihren, ist [5Bdx gegeben als xp — xa.

Fiir einen Kreisprozess ist $ dx = 0. Der Kreis im Integralzeichen sagt, dass das Integral iiber einen ge-
schlossenen Weg ausgefiihrt werden soll. In solchen Féllen (nur in solchen) kann man aus der betreffenden
Prozessvariablen eine Zustandsvariable konstruieren. Man definiert fiir einen bestimmten Punkt in der
Ebene (fiir den Referenzpunkt, sei er R genannt) den Wert der Zustandsvariablen als null. Fiir alle anderen

93 Achtung: In Abb. 5.2 ist nicht etwa y eine Funktion von x. x und y sind beides unabhéngige Variablen. Es gibt Funktionen zi(x,y),
z2(X,y) usw..
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Punkte (seien sie P genannt) definiert man die Zustandsvariable als [xPdx. Weil der Wert des Integrals nur
von der Lage des Endpunkts abhéngt (nicht vom Weg), ist die Definition eindeutig.

Es gibt aber durchaus Prozessvariablen, deren Wert nicht allein von dem Endpunkt des betreffenden
Weges abhingt. Ein Beispiel ist das Integral [sB y dx. Weil [4B y dx nicht allein vom Endpunkt abhiingt, ist
auch das Integral § y dx iiber einen geschlossenen Weg mitnichten null. Fiir diesen konkreten Fall ist § y dx

gleich der Flache innerhalb der Kurve.

Kehren wir zuriick zu dem Fall, in dem x das Volumen (V) : A
ist und y der Druck (p) ist. Die Grofle pdV hat in diesem Fall A e
eine konkrete Bedeutung. pd/V ist die infinitesimale Volu- \\ \\ P ydx=0
menénderungsarbeit, die das System leistet, wenn man es um A\;‘ \\ B, =A, +[%dx
eine kleines Stiick in der pV-Ebene bewegt. Das Integral $pdV “\»-\,_‘ i \>. 5 B =A +“f[; -
iiber einen Kreisprozess ist nicht null. Man kann deshalb aus — -
der Arbeit keine Zustandsfunktion konstruieren. Die Arbeit ist X
eine Prozessvariable, keine Zustandsvariable. Abb.5.2 )

Zur Definition von Zustandsvariablen und
Wie in Abb. 5.1 oben demonstriert, liegen die Dinge fiir Prozessvariablen.

die reibungsfrei gelagerte Kugel in einer Potential-Landschaft

giinstiger. Fiir diesen Fall kann man sehr wohl aus der Arbeit eine Energie konstruieren. Die potentielle
Energie ist gegeben als mgz. Diese Konstruktion einer Energie aus einer Arbeit ist fiir das Gas nicht moéglich
(Abb. 5.1 unten). Wir komprimieren das Gas zunédchst bei einem Druck p; und leisten dabei Arbeit am Gas,
gegeben als p,AV mit AV der Volumendifferenz. Danach kiihlen wir das Gas bei konstantem Volumen ab.
Dabei sinkt der Druck auf den Wert p; < p». Bei diesem Prozess wird keine Volumenéanderungsarbeit geleis-
tet, denn das Volumen ist konstant. Nun expandieren wir das Gas reversibel gegen den Druck p; zuriick zum
Ausgangsvolumen. Die Arbeit, welche das Gas dabei leistet, ist geringer als die Arbeit bei der Kompression
(01AV < p2AV). Wir heizen das Gas wieder auf, bis der Ursprungs-Druck p» erreicht ist. Der Kreisprozess ist
dann geschlossen und wir haben Arbeit geleistet, die wir nicht zuriick erhalten. Hat das Gas die Energie-Er-
haltung verletzt? Nein, denn in die Berechnung der Gesamt-Energie muss die Warme einflieen.

Dass man in einem Kreisprozess bisweilen Arbeit verrichtet, die man nicht zuriick erhélt, mag als Le-
bensweisheit erscheinen (,,Undank ist der Welt Lohn®.) Diese Sicht greift aber zur kurz. Der Kreisprozess
ist reversibel. Falls man die Arbeit verliert, wenn man den Kreisprozess gegen den Uhrzeiger-Sinn durch-
lauft, gewinnt man dieselbe Arbeit, wenn man die Richtung wechselt. Wir haben eine Maschine gebaut, die
fiir uns Arbeit verrichtet, wenn wir nur den Prozess giinstig filhren. Es handelt sich im eine Wérmekraft-Ma-
schine, historisch zuerst realisiert als Dampfmaschine. Um deren Funktion zu verstehen, benétigen wir zu-
nachst die Definition der Warmemenge.

Merke

— Wenn man ein Gas durch einen Kreisprozess in der pV-Ebene fiihrt, ist die Summe der dabei geleisteten
Arbeit im Allgemeinen ungleich null. Dies verletzt nicht die Energie-Erhaltung, weil man auch die Ener-
gie in der Warme beriicksichtigen muss, die mit der Umgebung ausgetauscht wurde.

48



Kasten 5.1
Infinitesimale Grofien und totale Differentiale

Der Differentialquotient (z.B. dp/d¥) hat ein gut nachvollziehbare Bedeutung. Es handelt sich um den Grenzfall von
Ap/AV fiir den Fall, dass erstens AV klein ist, und dass zweitens das ebenfalls kleine Ap im Wesentlichen proportional zu
AV ist. Wie grof3 genau AV ist, ist dann fiir die Berechnung der Quotienten irrelevant.

Es kamen schon verschiedentlich Terme der Form dp oder dV vor, ohne dass diese Teil eines Differentialquotienten ge-
wesen wiren. Auf mathematischer Ebene benétigt die Definition dieser infinitesimalen Grofen einen gewissen Auf-
wand, den wir nicht treiben. Fiir uns sind dies einfach sehr kleine Anderungen. Hier soll begriindet werden, warum infi-
nitesimalen GroBen in der Physikalischen Chemie so wichtig sind.

In der PC sucht man bisweilen eine Beschreibung der Konsequenzen eines Prozesses ohne dass die Natur des Prozess
spezifiziert wére. Der Prozess kdnnte eine chemische Reaktion, ein elektrischer Heizvorgang, eine Phasenumwandlung,
oder auch ein Verbrauch elektrischer Energie sein. Dann ist nicht immer klar, welche Grofle im Nenner des Differential-
quotienten steht. Es konnte eine kleine Stoffmenge dn oder auch eine kleine elektrische Energie dEeiex sein.

Wenn man den Nenner nicht kennt.... ldsst man ihn einfach weg. Dann hat man eine Prozess-unabhéngige Beschreibung
gefunden. Das, was vormals der Zahler war (dp in dem Beispiel oben), ist dann ein ,totales Differential“. Totale Diffe-
rentiale darf man nur von Zustandsgrofen bilden, nicht von Prozessgréfien. Nur fiir Zustandsgrofen vertauschen die ge-
mischten zweiten Ableitungen (Abschnitt 13.5). Wenn die gemischten zweiten Ableitungen nicht vertauschen, fiihrt das
Rechnen mit totalen Differentialen zu Inkonsistenzen.

In der Physikalischen Chemie ist das totale Differential eine kleine Anderung einer ZustandsgroBe, mit der man in etwa
so rechnet wie mit normalen Variablen auch. Eine Einschrankung: Totale Differentiale und normale Variablen diirfen
niemals gemischt auftreten. Die Gleichung dx = y ist immer falsch. Es muss immer entweder dx = dy oder x = y heifen.
Wenn man schreibt ,,dx = dy* besteht das Vorverstiandnis, dass dy automatisch um einen Faktor 2 kleiner wird, denn dx
dies tut. Dieses Vorverstandnis macht bei ,,dx = y* keinen Sinn.

5.2 Zum Begriff der Wirmemenge, Erster Hauptsatz

Die zentralen Experimente zur Natur der Warme wurden in den 1840-er Jahren von J.P. Joule durchge-
fithrt. Joule koppelte wie in Abb. 5.3 gezeigt mechanische Arbeit an die Erzeugung von Wérme. Ein Ge-
wicht erzeugte iiber ein System von Rollen eine Strémung in einer Fliis-

sigkeit. Am Ende des Experiments hatte sich die Fliissigkeit aufgrund
der viskosen Reibung erwarmt. Dieses Ergebnis fiihrt — auf dem Umweg
tiber die Wiarmemenge — zur Energie-Erhaltung.**

Eine Komplikation bei den Jouleschen Experimenten ist der Um-
stand, dass die erzielte Temperatur-Differenz nicht fiir alle Arbeitsme-
dien die gleiche ist. Um den Zusammenhang von Reibungswidrme und
Arbeit zu formulieren, muss man die Temperatur-Differenz mit einer
» Warmekapazitit“ multiplizieren. Die Warmekapazitét (,,Cv*) ist zu-

ndchst proportional zur Menge (egal ob die letztere in kg, Litern, oder
Mol angegeben wird). Die Proportionalititskonstante (die ,,spezifische

Wirmekapazitit“) hingt von dem verwendeten Medium ab.”® Wenn Abb. 5.3

man die materialabhéngige spezifische Wéarmekapazitit akzeptiert, ist Joule hat experimentell gezeigt, dass die
durch Reibung erzeugte Wérme proportional
zur Arbeit ist.
en.wikipedia.org/wiki/James_Prescott_Joule

der Weg zum Ersten Hauptsatz frei. Man definiert zunédchst die Warme-
menge Q differentiell {iber die Relation

%4 Archimedes kannte Krifte und insbesondere das Hebelgesetz, nicht aber die Energie. Vor Joule war das, was heute Energie heifit,
als eine ErhaltungsgroBe in der Planetenbewegung aufgetreten. Young fiihrte im Jahr 1807 das Wort Energie ein und meinte damit
eine kinetische Energie.

95 Wasser hat ein spezifische Wirmekapazitit von 4.18 J/(g K). Frither wurde diese Wirmemenge auch als eine Kalorie bezeichnet,
wobei verschiedene Definitionen der Kalorie gab.
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Glg. 5.2.1
80 =C,dT

Es wurde geschrieben 80 statt dQ, um anzudeuten, dass Q eine ProzessgroBe ist.”® (80 ist kein ,,totales Dif-
ferential“, Abschnitt 13.5) Cvy ist die Warmekapazitét, wobei das Subskript V" anzeigt, dass die Erwdrmung
bei konstantem Volumen stattfinden soll.*’

Joule definiert die Innere Energie U differentiell als

Glg. 5.2.2
dU =W + 80

Auch dW ist kein totales Differential, denn die Arbeit ist (wie in Abb. 5.1 unten gezeigt) ebenfalls eine Pro-
zessgrofle. Die Jouleschen Experimente besagen, dass die Energie eine Erhaltungsgrof3e ist. Diese Aussage
gilt heute als der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Weiterhin ist die Innere Energie eine Zustandsgrofie.

Joule hat Reibungsarbeit an einer Fliissigkeit geleistet. Betrachte stattdessen eine Volumenadnderungsar-
beit an einem Gas 0/¥, gegeben als

Glg. 5.2.3
W =—pdV

Das Minus-Zeichen tritt auf, weil das System Arbeit an der Umgebung leistet. Wenn der Prozess adiabatisch
(ohne Austausch von Warme mit der Umgebung) ablduft, sinkt bei der Expansion die Innere Energie (Glg.
5.2.2 mit 3Q = 0). Um die vormalige Temperatur wiederherzustellen, muss eine Warmemenge zugefiihrt
werden, die vom Betrag so grof} ist wie /. So muss es sein, denn U ist ZustandsgroBe.

Merke
— Die Summe aus Arbeit und Wérme dndert die Innere Energie U.
— U ist eine Zustandsfunktion.

— U ist erhalten, solange nicht von auflen Energie zugefiihrt oder abgefiihrt wird.

5.3 Der Carnot-Wirkungsgrad

Wir geben zunichst einen Uberblick iiber die Argumente, die im Folgenden erarbeitet werden. Wirme-
kraft-Maschinen sind sicherlich wichtig und man fragt sich, wieviel Arbeit man maximal aus einem Kreis-
prozess wie in Abb. 5.1 unten extrahieren kann. Um diese Frage zu beantworten, ist es giinstig, den Kreis-
prozess zu modifizieren. Statt je zwei Schritte bei konstantem Druck und konstantem Volumen auszufiihren,
wihlt man als die jeweils konstant gehaltenen Gréf3en die Temperatur und die im System enthaltene Warme-
menge.”® Es zeigen dann relativ elementare Uberlegungen, dass fiir das ideale Gas der reversible Wirkungs-
grad gegeben ist als My = AT/To mit AT der Differenz der Temperaturen in den beiden isothermen Teil-
schritten und Tj, der héheren Temperatur. Der Wirkungsgrad ist der Quotient aus der entzogenen Arbeit
und der im ersten Teilschritt (bei hoher Temperatur) iibertragenen Warmemenge.

% Man sollte also bei ,,Wirme* immer an ,,Wérmeiibertrag® denken, niemals an ,,Wiarmeinhalt. Ein ,,Wirmeinhalt* macht nur Sinn,
wenn das Arbeitsmedium keine Volumenénderungsarbeit leisten kann.

97 Es wird in der Praxis etwas hiufiger bei konstantem Druck (bei 1 bar) erwirmt als bei konstantem Volumen, aber hier wird aus
didaktischen Griinden mit konstantem Volumen argumentiert.

%8 Hier wird ein Vorgriff auf Abschnitt 7.7 gemacht. Prozesse ohne Austausch von Wirme mit der Umgebung heifen ,,adiabatisch®.
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Wir bleiben bei dieser Prozessfiihrung (7 konstant in zwei von vier Schritten, 3Q = 0 in den beiden an-
deren Schritten), lassen aber als Prozess-Medien auch reale Gase (oder — zumindest im Prinzip — beliebige
andere Medien) zu.” Dann ist die Rechnung, die fiir das ideale Gas zum Wirkungsgrad AT/T),, fiihrte, nicht
mehr giiltig, und es stellt sich erneut die Frage nach dem Wirkungsgrad. An dieser Stelle kommt ein zweites
Postulat ins Spiel, nimlich die Unmdglichkeit eines ,,Perpetuum Mobile zweiter Art™. Gemal diesem Postu-
lat kann es keine Maschinen geben, deren einzige Wirkung die Umwandlung von Wirme in Arbeit ist. Ach-
tung: Eine Wirmekraft-Maschine ist kein Perpetuum Mobile zweiter Art. Sie wandelt zwar Wérme in Arbeit
um, aber sie ldsst gleichzeitig Warme von einem heilem zu einem kalten Reservoir flieBen. Das Verbot des
Perpetuum Mobile zweiter Art hat zur Konsequenz, dass alle reversibel arbeitenden Warmekraft-Maschinen
den Wirkungsgrad nrev = AT/Tho: haben. Wir brauchen die Rechnung also nicht fiir das reale Gas wiederho-
len. Wir kénnen den fiir das ideale Gas errechneten Wirkungsgrad auf alle Medien ausdehnen. Wir kdnnen
ihn — grundsétzlich — auch auf alle anderen Kreisprozesse ausdehnen, miissen aber die komplizierte Algebra
im Auge behalten. Andere Kreisprozesse haben nicht nur zwei Temperaturen 7hot und Teole. Man muss sie in
Carnot-Prozesse zerlegen und deren Wirkungsgrade korrekt aufaddieren. Dem weichen wir aus und betrach-
ten nur Carnot-Prozesse. Nochmals: AT/}, ist erstens der maximale Wirkungsgrad von Carnot-Prozessen
und es ist zweitens der Wirkungsgrad aller reversiblen Carnot-Prozesse. Warmekraft-Maschinen mit einem
Wirkungsgrad geringer als AT/ Ty, arbeiten irreversibel.

Wenn alle reversiblen Carnot-Prozesse genau diesen einen Wirkungsgrad haben, muss dies einen tiefe-
ren Grund haben. Dieser wird transparent, wenn man ausgehend von der Warmemenge die Entropie defi-
niert gemél dS: = 6Q/T. Nochmals die Argumentationskette:

— Der reversible Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses ist fiir das ideale Gas gegeben als Mrev = AT/ Thor.

— Weil es kein Perpetuum Mobile zweiter Art gibt, ist der Wirkungsgrad aller reversiblen Carnot-Prozesse
Nrev = AT/ Thor.

— Dieses universelle Gesetz ist die Konsequenz der Tatsache, dass fiir reversible Prozesse die Entropie (eine
neue Zustandsgrofe) erhalten ist.

Carnot hat den Schritt zur Entropie nicht selbst getan. Diesen l Hot reservoir I
Schritt tat Clausius. Clausius hat aber Carnot so sehr bewundert, QH Efficiency
dass die Entropie nach dem Vornamen von Carnot (Sadit) den w Q- Qg
Buchstaben S fiihrt. Es ist ein bemerkenswertes Detail der Wissen- W o - ——O—b
schaftsgeschichte, dass eine eher technischen Betrachtung der Q H H
C maximum for

maximalen Effizienz von bestimmten Maschinen unser Weltver-

Carnot cycle

stdndnis so fundamental verdndert hat. | Cold reservoir |

Nun zu den Einzelheiten. Wir leiten zunéchst den Wirkungs- Abb. 5.4
grad einer Wéarmekraft-Maschine fiir das ideale Gas her. Dabei be- | Zum Wirkungsgrad der Carnot-Maschine.
trachten wir als Kreisprozess den sogenannten Carnot-Prozess hyperphysics.phy-

. . . tr.gsu.edu/hbase/th /clausius. html#cl
(Abb. 5.5). Ausgehend von Zustand A wird das Gas isotherm bei st gSu. cdwpaseermorciaustus. mm

der Temperatur Th, bis zum Punkt B expandiert. Dabei muss das

System von einem Reservoir mit der Temperatur T, eine Warmemenge aufnehmen, welche gerade die ge-
leistete Arbeit kompensiert. Andernfalls wiirde sich das Gas abkiihlen. Die dabei aufgebrachte Arbeit W
und die zugefiihrte Warmemenge Q sind in Abb. 5.5 oben rechts angegeben. Sie sind gleich groB, weil die

9 Wihrend des technisch bedeutsamen Rankine-Prozesses geht das Prozess-Medium zwei Mal durch die Fliissig-Gas-Koexistenz.
Im Verbrennungs-Motor ist die Warmequelle ein chemischer Prozess, der im Prozess-Medium (dem Benzin-Luft-Gemisch) ab-
lauft.
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Temperatur gleich bleibt. (Wir fithren die Berechnung der Arbeit gleich
vor.) Im zweiten Schritt expandieren wir das Gas adiabatisch weiter zu
Punkt C. Dabei sinkt die Temperatur auf den Wert 7cow. Wir kehren
iiber einen weiteren isothermen und einen weiteren adiabatischen Schritt
zum Zustand A zuriick.

Wir berechnen im Folgenden die insgesamt geleistete Arbeit Wiy

und teilen diese dann durch die in Schritt AB aufgenommen Wirme Qs.

Dieser Quotient ist der Wirkungsgrad n := W../QO4s. Die Bedeutung des
Wirkungsgrades ist in Abb. 5.4 nochmals illustriert.

Die bei isothermer Ausdehnung des idealen Gases geleistete Arbeit
ist geben als

Glg. 5.3.1

O

drv

=-nRT, (InV, —InV,)=-nRT, 1nZ—B

A

Im zweiten Schritt wurde das ideale Gasgesetz benutzt. Im dritten
Schritt wurde benutzt, dass In(V) die Stammfunktion von 1/V ist. Weil

w= CV(TW_-’-k)I
q=0

w=-nRT, In (V/V,),
q = +nRT,, In (Vg/V,)

Druck

w=-nRT In (V;/Vc)
q=+nRT In (/)

Volumen

Abb. 5.5

Der Carnotsche Kreisprozess

Die Indizes w und £ (fiir warm und kalt)
heiBlen im Text 4 und ¢ (fiir hot und
cold). Die Wérme und die Arbeit hei-
Ben hier w und ¢ (statt W und Q wie im
Text).

www.pci.tu-bs.de/aggeri-

cke/PC1/Kap Ill/Carnot.htm

die Innere Energie des idealen Gases nur von der Temperatur abhédngt (nicht vom Volumen), und weil die

Temperatur konstant ist, gilt

UAB:WAB+QAB:O

und deshalb
V
Q3 =nRT, In—*
V,

Analog ergibt sich flir die Strecke CD

V
Ocp = —nRT, an_C

D

Glg. 5.3.2

Glg. 533

Glg. 5.3.4

Weil in den beiden adiabatischen Schritten keine Warme iibertragen wird, gilt

V v
Qi = Onp +Gcp = nR(Th mV_B_Tc 1DV_CJ

A D

Glg. 5.3.5
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Weil die Innere Energie im Kreisprozess unverindert bleibt und weil AU = Wo + Quor, ist die Gesamt-Arbeit
Glg. 5.3.6
/4

tot

14 v,
—nR(Th In-2-T 1n—0j
VA VD

Wir benutzen nun, dass die beiden in Glg. 5.3.6 auftretenden Quotienten gleich grof3 sind. Dies folgt
aus der Tatsache, dass fiir adiabatische Prozesse gilt:

Glg. 5.3.7
VTP = const

[ ist dabei ein Exponent, {iber dessen Wert wir uns an dieser Stelle keine Gedanken machen brauchen.

Kasten 5.2 : Skaleninvarianz und Potenzgesetze

Die Relation V78 = const hat ihre Ursache in einer A log(V/ Vo)
Skaleninvarianz. Skaleninvarianz flihrt stets zu ei-
nem Potenzgesetz, in diesem Fall das Gesetz —B

viv,=(T/T)"
Im log-log Plot entsteht eine Gerade, denn

log(V /V,)=—Blog(T/T)

Aus dem Exponenten wird nach dem Logarithmie- >
ren ein Vorfaktor. Es wird sich spéter zeigen, dass log(T/T,)
p=rs/2 mitf dell" Anzahl der Freiheitsgrade. Der Nur die Potenzgesetze sind skaleninvariant. Ein
Wert von  ist hier aber unerheblich. Gesetz, welches eine transzendente Funktion des
Eine Skaleninvarianz besagt, dass es keine charakte-  volumens (wie log, exp, sin oder tan) enthilt, darf
ristische Temperatur und kein charakteristisches nie eine Dimension im Argument enthalten. Es
Volumen gibt. Man kénnte 7o und V5 fiir solche muss stets durch eine andere dimensionsbehaftete

GroBen halten. Das sind sie nicht, denn mankann — GrgBe geteilt werden. Diese ist dann charakteris-
beide gemeinsam dndern, ohne dass das Gesetz sich  jgch. (Beispiel: exp (—#/t) mit t der charakteristi-

andern Wﬁrdj: Y Y schen Zerfallszeit). Auch das Gesetz T/To=A + BV
y (rh ) (T} (L* enthilt ein charakteristisches Volumen. A/B hat die
V, \ILT,* T, * T, Dimension m? und ist damit ein charakteristisches
v v ( T jp Volumen.
R e
n v (TO*} T*
T

To* und Vo* sind neue Referenz-GroBlen. Es sind
keine charakteristischen Grof3en.

Es wird sich in Abschnitt 7.7 zeigen, dass B = f/2 mit f'der Anzahl der ,,Freiheitsgrade”. Der Wert von
[ ist aber an dieser Stelle irrelevant. Relevant ist lediglich, dass es sich um ein Potenzgesetz handelt. Es
muss sich um ein Potenzgesetz handeln, weil es fiir ideale Gase kein charakteristisches Volumen und keine
charakteristische Temperatur gibt. Wenn es irgendein anderes Gesetz wire, konnte man aus dem Gesetz eine
charakteristische Temperatur oder ein charakteristisches Volumen ableiten (Kasten 5.2).

Da die Punkte A und D und weiterhin die Punkte B und C durch adiabatische Prozesse miteinander ver-
bunden sind, muss gelten
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Glg. 5.3.8

Glg. 5.3.9
Ve _ Ve
Vi Vo
Die insgesamt geleistete Arbeit ist deshalb
Glg. 5.3.10
Ve
I/Vtot = l’lR ln_(T;qot - T;old )
V,
Wenn wir diese Arbeit durch Oag = Wag teilen, erhalten wir mit Glg. 5.3.1 die Relation
Glg. 5.3.11
I/Vtot — T;tot _T;old — AT

’]’] =
QAB Ti'mt 7;:0[

1 ist der beriihmte Carnot-Wirkungsgrad.

hot

cold
Abb. 5.6
Eine Kreisprozess, welcher nicht wie der Abb. 5.7
Carnot-Prozess aus je zwei isothermen und Wenn zwei Carnot-Maschinen nicht die gleiche Effizi-
adiabatischen Prozessen aufgebaut ist, enz haben, kann man sie so verschalten, dass sie kleine
kann als eine Zusammenlagerung vieler Temperatur-Differenzen verstirken, ohne irgendeine an-
Carnot-Prozesse approximiert werden. dere Wirkung zu haben. Diesen Temperatur-Differenzen

kann man mit einer dritten Warmekraft-Maschine Arbeit
entziehen — und hat ein Perpetuum Mobile zweiter Art
konstruiert.

Was ist denn der Wirkungsgrad eines Prozesses, der nicht wie der Carnot-Prozess aus zwei isothermen
und zwei adiabatischen Teilschritten besteht? Wie in Abb. 5.6 illustriert, muss man solche Prozesse in Teil-
prozesse gemall Carnot zerlegen. Alle diese Teilprozesse haben dann ihre separaten Werte fiir die Tempera-
turen Thor und Teorr. Der Gesamt-Wirkungsgrad setzt sich dann aus den Teilwirkungsgraden zusammen.
Wenn man z.B. zwei Teilprozesse I und II hat, gilt
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Glg.5.3.12
W+ W, _ NiQp1 Ml

QAB,I + QAB,II QAB,I + QAB,II

ntot =

Bisher ging es um die Effizienz von Warmekraft-Maschinen, deren Arbeitsmedium das ideale Gas ist.
Glg. 5.3.11 wurde fiir nur fiir diesen Fall hergeleitet. Diesen selben Wirkungsgrad haben aber alle reversi-
bel arbeitenden Wdirmekraft-Maschinen. Das kann man einsehen, indem man zwei reversibel arbeitende
Warmekraft-Maschinen mit verschiedenen Wirkungsgraden so in Reihe schaltet, dass die Maschine mit dem
schlechteren Wirkungsgrad riickwirts 1duft. Diese Maschine ist dann eine Warmepumpe (Abb. 5.7, Ab-
schnitt 5.16). Als Warmepumpe betrieben, hat diese zweite Maschine einen besseren Wirkungsgrad als die
Carnot-Maschine. Diese zweite Maschine tiberfiihrt mehr Wérme in das warme Reservoir, als die erste Ma-
schine aus dem warmen Reservoir entnimmt. Das ist der einzige Effekt dieser Konstruktion. Die Summe
der beiden Arbeiten ist null. Man konnte an diese beiden Reservoirs, zwischen denen stets spontan eine
Temperaturdifferenz erzeugt wird, eine dritte Warmekraft-Maschine anschlieBen und so Arbeit aus Wérme
erzeugen (statt Arbeit aus einem Wérmeiibertrag zu erzeugen, letzteres erlaubt). Dies wire ein Perpetuum
Mobile zweiter Art. Weil ein solches per Axiom verboten ist, haben alle reversibel arbeitenden Warmekraft-
Maschinen den Wirkungsgrad AT/ Tj.

Einige Kommentare zum Carnot-Wirkungsgrad:

— Wegen des Carnot-Wirkungsgrades strebt man in Verbrennungsmotoren nach hohen Temperaturen in der
Brennkammer und nach einer effizienten Kiihlung. Dasselbe gilt fiir Kraftwerke und Diisentriebwerke.

— Wenn man chemische Energie in elektrische Energie wandeln will, sind wegen des Carnot-Wirkungsgra-
des Wiarmekraft-Maschinen in der Regel die zweitbeste Losung. Die Brennstoffzelle umgeht den Carnot-
Wirkungsgrad. Aber auch die Brennstoffzelle kann nicht die Gesamt-Entropie senken (Abschnitt 6.2.6).

— Wikipedia nennt Heron von Alexandria als den ersten Konstrukteur einer Warmekraft-Maschine.!® He-
ron von Alexandria installierte eine Art Windrad iiber einem Feuer (und berichtete dariiber). Vermutlich
war dies eher eine Spielerei als eine Maschine. Man kann aber durchaus alle Windrader und weiterhin
alle Wasserrader als Teil einer globalen Warmekraft-Maschine betrachten. Die Plattentektonik und Be-
wegung der Atmosphire werden letztlich von Wiarme-Unterschieden getrieben.

Merke
— Der maximale Wirkungsgrad einer Warmekraft-Maschine ist 1 = AT/ Thor.
— Der Wirkungsgrad aller reversibel arbeitenden Warmekraft-Maschinen ist Nrey = AT/ Thor.

5.4  Die Entropie

Wie man an Glg. 5.3.5 sieht, ist die Warme QO keine Zustandsgrofle. Man kann aber aus Q eine Zu-
standsgrofie konstruieren, indem man mit 1/7 multipliziert. Zur Erinnerung: Die auf den Pfaden A — B und
C — D mit der Umgebung ausgetauschten Warmen sind (Glg. 5.3.1)

190 de.wikipedia.org/wiki/Heron_von_Alexandria
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Glg. 5.4.1

y
QAB = nR];lot In—%
v,
vV
Op =—nRT,, In—=
Vo

Gemal Glg. 5.3.9 ist V/Vp = Va/V,4und es ist deshalb

Glg. 5.4.2
Os n Ocp —0
T;mt T;ald
Den Quotienten Q/T bezeichnet man als die mit der Umgebung ausgetauschte Entropie AS. Die Summer die-
ser Quotienten ist null (!). Wenn man eine infinitesimale Anderung der Entropie dS definiert als

Glg. 543
4530
T
dann ist das Kreis-Integral iiber dS null:
Glg. 544
¢ STQ =p ds=0
Die Entropie ist deshalb eine Zustandsgrofe.'™!
Wir brauchen spiter die Anderung der Entropie auf dem Weg von A nach B, ASag. Es gilt
Glg. 545
A, =nR ln5
4

Wenn man dieses Argument zum ersten Mal durchdenkt, mag es als ein Rand-Aspekt des Carnot-Pro-
zesses erscheinen. Man hat aus der Warme, welche keine Zustandsgrdf3e ist, eine Zustandsgrofe konstruiert.
Das mag handlich fiir die Algebra sein, aber es macht nicht klar, warum die Entropie in der Physikalischen
Chemie direkt neben der Energie steht und warum das Wechselspiel der beiden die gesamte Physikalische
Chemie durchzieht.

Bleiben wir noch einen Moment bei der Algebra. Als in Abschnitt 3.1 intensive und extensive Variab-
len eingefiihrt wurden, wurde hervorgehoben, dass diese Groflen oft paarweise vorkommen. Der Druck p
und das Volumen V sind ein solches Paar. Wenn zwei Systeme in ein hydrostatisches Gleichgewicht mitei-
nander treten, tauschen sie solange untereinander Volumen aus, bis der Druck in beiden Systemen gleich ist.

101 Der Carnot-Prozess liuft quasi-statisch ab. Das System ist stets nahe am Gleichgewicht. Die Entropie ist aber auch dann eine
Zustandsgrofe, wenn das System nicht im Gleichgewicht ist. Auch das Gas, welches sich in Abb. 5.10 oben durch eine kleine Off-
nung hindurch in einen leeren Raum hinein ausdehnt hat, eine Entropie.
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Die Entropie S ist die zur Temperatur T konjugierte extensive Groffe. Wenn zwei Systeme in ein thermi-
sches Gleichgewicht!®? miteinander treten, tauschen sie solange untereinander Entropie aus, bis die Tempera-
tur in beiden Systemen gleich ist.!”® Genauso wie man fiir die Volumeniinderungsarbeit schreibt 8W = —pdV,
schreibt man fiir die Wérme 6Q = 7dS. Es ist eine Symmetrie zwischen p und V einerseits und 7 und S ande-
rerseits hergestellt. Wenn die Temperatur in der Thermodynamik eine grof3e Rolle spielt, dann muss auch
die zur Temperatur konjugierte Grofle bedeutsam sein.

Gibt es fiir diese neue Variable eine intuitiv zugéngliche physikalische Interpretation? Entropie wird oft
als ein MaB fiir die Unordnung bezeichnet. Diese Erklarung ist aber nur in Grenzen hilfreich, weil ,,Unord-
nung” selten physikalisch definiert wird. Der Zweite Hauptsatz (,,Die Entropie bleibt in vollstindig abge-
schlossenen Systemen konstant oder nimmt zu*) wird dann gern plausibel gemacht dahingehend, dass die
Unordnung mit der Zeit zunehme und dass man dies schlieBlich aus dem tdglichen Leben kenne. Das Argu-
ment ist nicht falsch, aber eine prizisere Erklarung wére wiinschenswert.

Auch im Rahmen der klassischen Mechanik kann man die Interpretation der Entropie prézisieren, aber

an dieser Stelle ist es hilf- Q =W

reich, die Quantenmechanik A fot Qtot =W
zu bemiihen. Die Quanten- T Q, y T Q. -~

mechanik macht das Ver- 8 -

stindnis der Entropie we-

sentlich einfacher. Gemal3

der Quantenmechanik gibt es

fiir jedes abgeschlossene Tcold

System eine wohlbestimmte S S
Anzahl von Mikrozustén- > B
den.!™ Ein Mikrozustand Abb. 5.8

legt die Gesamtheit aller Im TS-Diagramm ist der Carnot-Wirkungsgrad schnell erklart.
mikroskopischen Sachver-

halte fest. Er legt auch die

zugehdorigen makroskopischen Sachverhalte fest, aber die Informationstiefe geht liber die Informationstiefe
in den Makroparametern weit hinaus. Es gibt eine gewisse Anzahl von Mikrozustidnden, die mit gegebenen
makroskopischen Randbedingungen (Druck, Volumen, Magnetisierung, ...) vertraglich sind.'” Diskrete Zu-

102 Beachten Sie den Unterschied zwischen einem thermischem und einem thermodynamischem Gleichgewicht.

103 Man konnte der Meinung sein, dass die beiden Systeme Wirme-Energie austauschen, solange bis sie im thermischen Gleichge-
wicht sind. Das ist zwar korrekt, aber die Warme-Energie ist gleichwohl nicht die zu 7 konjugierte Grofle, denn Q ist keine Zu-
standsgrofe. AufBlerdem haben sowohl pdV als auch 7dS die Dimension einer Energie. So muss es sein. Die Grofe 7dQ hitte die
Einheit JK. Dass an dieser Stelle die Entropie und nicht die Warmemenge in den Formalismus eintreten muss, ist der Schliissel zur
Thermodynamik.

194 Wir gleiten hier iiber Komplikationen hinweg. Die Diskretheit von Zustinden kennt man von den Orbitalen aus der Atomphysik.
Diese Orbitale kann man aber in vielerlei Weise iiberlagern (superponieren). Dass dies nichts an der absoluten Definition der Ent-
ropie in der Quantenmechanik dndert, wird im Rahmen des sogenannten ,,Dichtematrix-Formalismus* begriindet. Der Dichte-
matrix-Formalismus kléart auch die Rolle der Verschriankungen — letzteres ein diffiziles Thema.

195 Die Anzahl der Mikrozustinde, die ,,mit den gegebenen makroskopischen Randbedingungen vertréiglich sind*, hingt grundsitz-
lich davon ab, wie genau man die makroskopischen Randbedingungen kennt. Die Breite des betreffenden Intervalls spielt aber fiir
die Entropie keine Rolle. Dies wird in Kapitel 2.2.1 des Lehrbuchs von Schwabl (Fufinote 6) begriindet.

Es spielt eine Rolle, dass in hochdimensionalen Raumen (wie dem Phasenraum, in dem die Orte und Impulse aller N Teilchen ge-
meinsam zu 6N Dimensionen fithren, Abschnitt 12.3) nahezu alle Mikrozusténde, die sich innerhalb einer Kugel befinden, extrem
nahe an der Oberflache dieser Kugel liegen. Wenn die Mikrozustdnde, die mit den makroskopischen Randbedingungen vertraglich
sind, innerhalb einer Kugelschale mit der Dicke A liegen, spielt der Wert von A fast keine Rolle, weil fast alle Zustéinde an der Au-
Benkante der Schale liegen.
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stinde kennt man gut von Atomen und Molekiilen. Fiir makroskopische Systeme ist die Anzahl der Zu-
stande viel groBer als fiir Atome und Molekiile. Weiterhin ist es experimentell in der Regel unmdglich, die
einzelnen Zusténde voneinander zu unterscheiden. Trotzdem gibt es eine wohldefinierte Anzahl von Zustéin-
den. Nennen wir diese Anzahl Q. Die Entropie ist definiert als

Glg. 5.4.6
S=k,InQ

Diese Formel fiihrt auch den Namen ,,Boltzmann-Formel®“. Die Boltzmann-Formel ist axiomatisch. Fiir das
Gas kann man sie mit Glg. 5.4.5 motivieren. Der Faktor &z sorgt dafiir, dass die Temperatur spéter die
Einheit von Kelvin erhilt. Bisweilen schreibt man auch

Glg. 5.4.7
SS = kB anv

Das Subskript s bezeichnet den Makrozustand. € ist die Anzahl der Mikrozustinde, die mit dem
Makrozustand s vertraglich sind.

Warum wihlt man in der Definition den Logarithmus? Zentral ist die Anzahl der Mikrozustinde.
Wenn alle Mikrozustdnde gleich wahrscheinlich sind, ist der Makrozustand mit den meisten zugeordneten

Kasten 5.3: Randbemerkungen zu verschrinken Quantenzustéinden

Die Entropie quantifiziert behebbares Unwissen. Hypothetische Antworten auf unbeantwortbare Fragen lassen die

Anzahl der Mikrozustéinde nicht ansteigen.

Zunichst zwei bekannte Beispiele

— Ein Laserstrahl mit einer Polarisation bei 45° kann man als eine kohérente Superposition von zwei Strahlen mit
den Polarisationen von 0° und 90° auffassen. Trotzdem kann keine Rede davon sein, dass manche Photonen
unter 0° polarisiert seien und andere unter 90°. Dies wéren zwei separate Mikrozustinde. Es ist aber jedes Pho-
ton in einem einzigen Mikrozustand.

— Aufgrund der Unschérferelation kann man Ort und Impuls eines Teilchens nicht simultan mit beliebiger Genau-
igkeit erfragen. Wenn man einer Schar von Elektronen (filschlicherweise, in Gedanken) eine Schar von sehr
genauen Ort-Impuls-Kombinationen zuweisen wiirde, konnte man diese als mehrere Mikrozustinde missverste-
hen. Wie gesagt: Dies wire ein Missverstidndnis.

In diesem Sinne kénnen auch zwei Partikel in einem einzigen Mikrozustand sein. Sie sind dann verschrdnkt. Ein
Beispiel sind ein Paar von Photonen, die iiber parametrische Fluoreszenz erzeugt wurden. Diese beiden Photonen
sind senkrecht zueinander polarisiert. Ob dies wirklich so ist, kann man priifen, indem man die parametrische Fluo-
reszenz riickwirts durchlduft. Wenn es so ist, wird aus diesen beiden Photonen wieder ein einziges. Die Winkel
der Polarisation von Photon A und Photon B einzeln sind aber nicht sinnvoll erfragbar. Normalerweise wiirde man
den zwei Photonen vier Mikrozustinde zuordnen, ndmlich die Zustdnde (0°,0°), (0°,90°), (90°,0°) und (90°,90°).
(Uber die Mdglichkeit von Polarisationen # 0° oder 90° gehen wir hinweg.) Die beiden Zustiinde (0°,90°) und
(90°,0°) bilden aber einen einzigen Mikrozustand von der Form (0°,90°)+(90°,0°). Eine wohldefinierte Polarisation
der einzelnen Photonen wiirde sich erst bei einem Mess-Prozess einstellen. Dieser wiirde aber das System veran-
dern. Er wiirde System-Eigenschaften herstellen, die es vor Messung nicht gab.

In Abschnitt 2.1 wurde gesagt, dass sich am Anfang einer thermodynamischen Betrachtung alle Beobachter auf ei-
nen gemeinsamen Makro/Mikro Unterschied einigen miissen (ein gemeinsames ,,Relevanzkonzept™ wihlen miis-
sen). Eine dhnliche Sonderrolle des Beobachters tritt ein, wenn man sich einigt, Verschrankungen zu ignorieren.
Das ist oft sinnvoll — veridndert aber die Entropie.

Das Beispiel der parametrischen Fluoreszenz suggeriert, dass Verschrankungen nur unter speziellen Bedingungen
vorkommen wiirden. Verschrinkungen sind aber héufig.

Der Multiplikativitit der Anzahl der Mikrozustidnde beim Zusammenfiigen von Systemen liegt eine Entscheidung
dahingehend zugrunde, dass man beim Abzdhlen der Mikrozustinde des Gesamtsystems Verschrdnkungen igno-
riert.
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Mikrozustédnden der wahrscheinlichste Makrozustand. Koénnte man die Entropie nicht auch als Q selbst defi-
nieren? Das kdnnte man tun, aber dann wére die Entropie keine extensive Variable. Wenn man zwei
Systeme A und B zusammenfiihrt, ist die Gesamt-Anzahl der Zustéinde der kombinierten Systems das
Produkt aus Q4 und Qp. Betrachte drei Spins mit je zwei Zustinden (|T> und N>). Fiir das Gesamtsystem
gibt es 8 Zustinde (2° Zustinde, nicht etwa 2x3 Zustinde'*), namlich die Zusténde |TT1T>, [TT4>, TS,
T, LT, LTd>, W4T und 44>, Daran hat man sich gewohnt, aber es nicht trivial.
Quantenmechanische Verschrankungen konnen die Multiplikativitidt der Anzahl der Mikrozustdnde beim
Zusammenfiigen von System in Frage stellen, Kasten 5.3. Weil (genauer: wenn) Q multiplitativ unter

Zusammenfiigung von Systemen ist,'%’

ist Q nicht extensiv. Extensive Grofen sind additiv, wenn Systeme
zusammengefiihrt werden. Die Energie, das Volumen und die Stoffmenge sind extensive Groen. Man
konnte durchaus ein Unwissen iiber den mikroskopischen Zustand eines Systems mit der Zahl QO
quantifizieren, aber es ist geschickter, stattdessen eine extensive Grofle zu verwenden. Diese extensive
GroBe ist die Entropie S, definiert als S = kz In Q. Beim Zusammenfiigen zweier Systeme A und B ist S

additiv. Es gilt Sy, = kp In(Qu-Qp) = ka(In Q4 + In Qp) =S4 + Sp.108

Mit dieser Definition der Entropie wird mehreres erreicht:
— Die Entropie ist absolut definiert, nicht nur differenziell, wie in Glg. 5.4.3. Es gibt einen Entropie-
Nullpunkt.'” Die Entropie ist null, wenn das System nur einen Mikrozustand hat (kz In(1) = 0).
— Es ist klar, warum die Entropie niemals abnimmt (Abschnitt 5.8).
— Die Gleichung S = kz InQ2 stellt klar, was mit dem Satz ,,Entropie ist ein MaB fiir Unordnung® gemeint ist.
Besser als ,,Unordnung® wire ,,behebbares Unwissen (Kasten 5.3). Je groBer die Anzahl der
Mikrozusténde, desto grofer unser Unwissen.

Bisweilen sind nicht alle Mikrozustéinde gleich wahrscheinlich. Das ist z.B. der Fall, wenn man statt ei-
nes vollstandig abgeschlossenen Systems ein System in einem thermischen Gleichgewicht mit seiner Umge-
bung'!? betrachtet. Dann sind die Mikrozustéinde mit hoher Energie relativ unwahrscheinlich. So sagt es die

196 Es wurden drei Spins gewihlt statt zwei Spins, weil die Zahl 4 zufillig auch die Summe 2+2 ist. Drei Spins sind ein giinstigeres
Beispiel. Die Zahl 8 ist nicht die Summe 2+2+2, sondern das Produkt 2-2-2.

197 Die Multiplikativitit fiihrt schnell zu sehr groBen Zahlen. Einen gewissen Bekanntheitsgrad hat die Penrose-Zahl erlangt. Sie
betriigt 10710'23. Die Penrose-Zahl benennt die Anzahl der denkbaren Mikrozustinde im Universum. Beachten Sie: Es gibt zwar
etwa 10% Atome im Universum, aber die vielen Mikrozustinde sind nur gedachte Moglichkeiten. Das Universum ist in einem
einzigen Mikrozustand.

Die Entstehung so groBler Zahlen heifit in anderem Kontext "kombinatorische Explosion". Anderen kombinatorischen Explosionen
unterliegen die denkbaren Verlidufe eines Schachspiels (10'2%) oder die denkbaren Molekiile mit hdchstens 30 Atomen, wobei nur
die Atome H, C, N, O und S zugelassen sind (10%). Solche extrem groBen Moglichkeitsriume spielen eine gewisse Rolle bei der
Emergenz. Unter den 10! Spielverldufen des Schachs gibt es immer noch sehr viele, die in einem bestimmten Sinn interessant
sind und die in Schachbiichern besprochen werden. Der Inhalt der Schachbiicher ist emergent. Die Strategie fiir ein gutes Schach-
spiel ruht zwar letztlich auf dem elementaren Regeln, aber auf einer hoheren Ebene kommen weitere Regeln hinzu.

198 Der Logarithmus in Glg. 5.4.6 ist die Mutter aller Logarithmen in diesem Text und sicher auch die Mutter der allermeisten Loga-
rithmen in der Physikalischen Chemie. Er steckt z.B. auch hinter der logarithmischen Empfindlichkeitsskala des Auges (Abschnitt
5.14). Nochmals: Er entsteht, weil die Anzahl der Mikrozustinde multiplikativ unter Zusammenfiigung von Systemen ist.

Zu behaupten, In(Q2) sei die Mutter schlicht a/ler Logarithmen dieser Welt ist wohl ein wenig hoch gegriffen. Die Tasten auf dem
Klavier sind logarithmisch angeordnet. Die Position einer Taste hdngt ab vom Logarithmus der Frequenz, aber das hat nichts mit
der Entropie zu tun.

199 Fiir die Energie leistet die Quantenmechanik etwas &hnliches. Klassisch sind immer nur Energie-Differenzen definiert. In der
Quantenmechanik gibt es stets einen wohldefinierten Grundzustand. Diesem Zustand kann man die Energie Null zuweisen und
alle anderen Energien auf diese Energie beziehen.

Man muss das nicht tun. Der Formalismus der Thermodynamik kommt auch ohne Energie-Nullpunkt aus. Ein Energie-Nullpunkt
macht die Formulierungen bisweilen einfacher. Ahnlich ist es fiir die Entropie.

110 Eine Umgebung ist ein unendliches Reservoir — von was auch immer. Im Falle des thermischen Gleichgewichts ist die Umge-
bung ein unendliches Wéarmereservoir. Die Temperatur der Umgebung steigt nicht merklich an, wenn man ihr Warme zufiihrt oder
ihr Wérme entzieht
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Boltzmann-Verteilung (Abschnitt 5.13). Gibbs hat die Boltzmannsche Definition der Entropie aus Glg. 5.4.6
auf diesen Fall erweitert. Man schreibt zunéchst Glg. 5.4.6 um zu

Glg. 5.4.8
S=k,InQ=k, In=—k, In(p)
p

p = 1/Q ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der betreffende Mikrozustand eingenommen wird. Diese Wahr-
scheinlichkeit ist — so die Annahme — fiir alle Mikrozustidnde gleich grof3 und deshalb gegeben als 1/Q2. Gibbs
lasst die Annahme der Gleichverteilung fallen und postuliert variable Wahrscheinlichkeiten p;. Weiterhin er-
setzt Gibbs in der Definition der Entropie den In(p) durch den seinen Mittelwert <In(p)>:

Glg. 5.4.9
S =k, <1n(p)>

Wenn man den Mittelwert aus den einzelnen Wahrscheinlichkeiten p; errechnet, findet man

S=—k; > pIn(p,)

Beweisen Sie, dass aus der Glg. 5.4.10 die Glg. 5.4.6 resultiert, wenn alle p; gleich groB3 sind.

Glg. 5.4.10

Merke

— Die Entropie wird im Rahmen der klassischen Physik differentiell definiert iiber die Relation dSS := 8Q/T.

— Die Entropie wird im Rahmen der Quantenmechanik fiir abgeschlossene Systeme absolut definiert {iber
die Relation S; := kg In Qs mit ) der Anzahl der Mikrozustinde, die mit den makroskopischen Randbe-
dingungen ,,s* vertréglich sind.

— Wenn fiir Untersysteme die Wahrscheinlichkeiten von Mikrozustdnden nicht-trivial verteilt sind, kann
man diesem Untersystem eine Entropie von .S = —kz X(pi In pi) zuordnen.

5.5 Die Entropie in Nachrichten, Negentropie

Bleiben wir noch einen Augenblick bei quantifiziertem Unwissen. Quantifiziertes Unwissen ist
Wisssen, welches wir haben kdnnten, aber nicht haben. Deshalb spielt die Entropie auch in der
Informationstheorie eine groBe Rolle. Shannon definiert ,,Negentropie* als negative Entropie und
quantifiziert den Informationsgehalt einer Nachricht als die Entropie derselben Nachricht, die sich ergibe,
wenn wir iiber jeden einzelnen Buchstaben im Unklaren wéren. Dies Konzept kann man auch auf andere
Informationstréger wie z.B. die DNA anwenden. Natiirlich ist es in der Informationstheorie komplizierter.
Die Buchstaben und Worte treten nicht alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf und die Buchstaben stehen
in Beziehung zueinander. Deshalb sind Rechtschreibfehler oft kein Problem. In der Krypographie versucht
man, die Nachricht soweit zu verdndern, dass die Nachricht dem Lauscher als ein Zufallsprodukt erscheint.
Die Entropie stellt einen Zusammenhang her zwischen hoher Literatur, Kryptographie, Informatik, Evolution
... und der Physikalischen Chemie.

Merke
— Negentropie ist negative Entropie. Die Negentropie quantifiziert Ordnung und Information.
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5.6  Die Entropie des idealen Gases

Die Entropie des idealen Gases kann man nur quantenmechanisch errechnen. Gemaf Sackur und
Tetrode ist das Ergebnis

Glg. 5.6.1
S VY s v (2mmk,T)" | 5
=1In S |+==In| ———— |+=
kyN NA 2 Nh 2
Im Nenner steht die thermische Wellenldnge A, gegeben als
Glg. 5.6.2

h

\2nmk,T

m ist die Masse des Molekiils. Man darf sich A als ein MaB fiir den Durchmesser der Wellenpakete vorstel-
len.!"" Man darf gedanklich den Raum in Parzellen der GroBe A3 zerlegen (Abb. 5.9). Q ist dann proportio-
nal zur Anzahl dieser Parzellen.

A =

Wir schreiben Glg. 5.6.1 um gemal
Glg. 5.6.3
S 3 3
—— =InV +=In(2nmk,T)-3In(h)-(InN -1)+=
kyN 2 2
Der erste Term rechts quantifiziert die Positions-Unordnung. Der zweite Term quantifiziert die Unordnung
in den Impulsen. (Die physikalische Dimension von 2nmkgT entspricht dem Quadrat eines Impulses.) Der

dritte Term trégt dem Umstand Rechnung, dass man in der Quantenmechanik manche Fragen nicht stellen
darf. Insbesondere kann man Positionen und Impulse von Partikeln ge-

maf der Unschirfe-Relation nicht gleichzeitig beliebig genau erfragen. [ X
Die Unschérfe-Relation besagt AxAp > //2 mit = h/(2m). Der In(h) in / A
Glg. 5.6.3 geht auf das / in der Unschérfe-Relation zuriick. Hypotheti-
sche Antworten auf verbotene Fragen miissen aus der Entropie herausge-
rechnet werden. Der vierte Term beriicksichtigt die Ununterscheidbarkeit
der Partikel (Abschnitt 9.4). N(InN — 1) ist geméB der Stirling-Approxi-
mation in etwa der Logarithmus von V!, letzteres die Anzahl der Mog-
lichkeiten, N Partikel miteinander zu vertauschen (die Anzahl der ,,Per-

N\

mutationen‘). Der Term 3/2 soll hier unkommentiert bleiben.

Wir gehen aus von Glg. 5.6.1 und betrachten Entropie-Differenzen Abb. 5.9

zwischen Zustinden, die sich im Volumen unterscheiden. Man findet Die Anzahl der Mikrozustinde des Ga-
ses ist proportional zum Volumen ge-
teilt durch A3 mit A der thermischen
Wellenlénge, letztere in etwa die Aus-
dehnung eines Wellenpakets aus der
Quantenmechanik.

1T Wellenldnge* ist ein etwas ungliicklich gewihlter Terminus. A ist in etwa der Durchmesser des Wellenpakets, wenn die Kohé-
renzldnge klein ist, wenn also das Wellenpaket nur wenige Wellenziige enthélt. Fiir Stickstoff bei Raumtemperatur ist
A ~2-10"" m. Ubungsaufgabe: Errechnen Sie Entropie pro mol eines Stickstoff-Gases bei Umgebungsbedingungen in Einheiten
von R (Antwort: 18 R).
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Glg. 5.6.4
Ay _ Vy

kN V,

Genau dieses Ergebnis haben wir auch schon bei der Betrachtung des Carnot-Prozesses gefunden (Glg.
5.4.1).

5.7 Differenzen zwischen Entropien sind auch klassisch definiert.

Anhand von Abb. 5.9 kann man sich klar machen, dass Entropie-Differenzen auch unabhingig von der
GroBe der Parzellen definiert sind. Seien gegeben zwei Experimentator:innen, die die Quantenmechanik
nicht kennen, die verschiedene Messgenauigkeiten haben, und die die Parzellengrof3e deshalb verschieden
wihlen. Nennen wir sie ,,Hans“ und ,,Franz“. Sei das Unwissen iiber das System maximal in dem Sinne, das
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in allen Parzellen gleich groB ist (p; = 1/Q fiir alle /). Wenn Hans‘ Mess-
genauigkeit besser ist als die Messgenauigkeit von Franz, ist das behebbare Unwissen aus der Sicht von Hans
grofler als aus Sicht von Franz, denn das Wissen von Hans — wenn er es denn hétte — wére genauer. Nehme
an, dass eine Parzelle vermessen von Franz zwei Parzellen vermessen von Hans entspreche. Wenn vollkom-
menes Unwissen herrscht, verhalten die Anzahlen der denkbaren Mikrozustinde aus Sicht von Hans und
Franz sich wie

Glg. 5.7.1

X 2N _Franz

Q =Q

Hans Franz

Die Entropien verhalten sich wie

Glg. 5.7.2

Stans =8

Franz

+N

Franz

In(2)

Hans

Die Entropien unterscheiden sich also um einen konstanten Summanden. Dieser Summand bleibt unverén-
dert, wenn Hans und Franz einen Prozess beobachten, in dessen Verlauf die Entropie ansteigt. Beziiglich der

Abb. 5.10
Open: Wenn die Ausdehnung eines Gases gegen verschwin-
denden Druck geschieht, bleibt die Temperatur unverdandert
und die Entropie nimmt zu. Dieser Prozess ist irreversibel.
Unten: Wenn ein Gas bei Ausdehnung eine Arbeit gegen ei-

’ nen Druck leistet, der fast so grof3 ist wie der Druck des Gases

p2=0

selbst, erfolgt die Ausdehnung quasi-reversibel. Das Gas
kiihlt sich ab und die Entropie bleibt konstant.

p2 T p1 ’

Entropie-Differenzen sind Hans und Franz gleicher Meinung. Nachdem spontane Prozesse von Entropie-
Differenzen getrieben werden, sind Hans und Franz sich einig iiber die Triebkraft fiir diese Prozesse. Entro-
pie-Differenzen sind auch klassisch wohldefiniert.

Merke
— Auch ohne die Quantenmechanik sind Differenzen von Entropien und damit die Triebkraft von Prozessen
wohldefiniert.
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5.

8 Der Zweite Hauptsatz

An den Anfang dieses Kapitels stellen wir ein Experiment von Gay-Lussac, durchgefiihrt zu Beginn des

19. Jahrhunderts. Gay-Lussac und Mitarbeiter expandierten ein Gas gegen verschwindenden Druck in ein
grofleres Volumen hinein (Abb. 5.10 oben). Sie fanden, dass die Temperatur konstant blieb. Wenn man

log(€Q2)

Abb. 5.11
5 exp(1 023) Wenn ein System sich anfangs in einem makroskopischen Zustand mit nur weni-

gen zugehdrigen Mikrozustéinden befindet, wird es diesen Zustand spéter nicht
wiederfinden, weil die Anzahl der Mikrozustinde so gering ist. Das System
nimmt alle Mikrozustinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein und die aller-
meisten dieser Mikrozustidnde befinden sich in der Mitte dieses Diagramms. Be-
achten sie die Skala. Die Skala ist logarithmisch und erstreckt sich iiber etwa
10% Dekaden. Die blaue Kurve fillt an den Seiten ganz auBerordentlich steil ab.

Deshalb sind auch kleinste Verdnderungen der makroskopischen Variablen hin
zu sinkendem log(Q) unwahrscheinlich. Die Variable entwickelt sich so gut wie
immer in Richtung aufsteigender Entropie.
Makroskopische Variable Ubungsaufgabe: Wie fein miisste die Spitze eines Bleistifts sein, mit dem man in
dem Diagramm links eine Fluktuation einzeichnen kann, welche mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 107 eintritt?

Q=x1
/

denselben Prozess langsam gegen einen Druck durchfiihrt, welcher nahezu gleich dem Druck des Gases ist,
sinkt die Temperatur (Abb. 5.10 unten). Der erstere Prozess ist irreversibel. Die Entropiezunahme kennen
wir schon aus der Behandlung des Carnot-Prozesses. Er ist gegeben als AS =nR In(Vs/Va).

Das Experiment von Gay-Lussac kann in umgekehrter Richtung nicht gelingen. Das Gas wird nicht
spontan in den linken Gefafteil zuriickkehren. Die Entropie kann fiir vollstdndig abgeschlossene Systeme
zunehmen (bei irreversible Prozessen) oder konstant bleiben (bei reversiblen Prozessen). Die Entropie kann
niemals abnehmen. Eine Randbemerkung zur Formulierung des Zweiten Hauptsatzes als eine Negation.!'?
Der Satz: ,,Die Entropie nimmt niemals ab“ identifiziert die nicht spontan ablaufenden Prozesse. Ein Pro-
zess, bei dem die Entropie zunimmt (z.B. das Rosten von Stahl), kann kinetisch inhibiert sein. Nicht alles,
was der Zweite Hauptsatz erlaubt, findet auch statt. Der inverse Prozess (die spontane Bildung von Eisen
aus Erzen) wird jedoch vom Zweiten Hauptsatz verboten. Kein Katalysator dieser Welt kann aus Rost Stahl

machen.

Die Begriindung des Zweiten Hauptsatzes ist recht elementar. Betrachte ein System, welches sich
anfanglich in einem makroskopischen Zustand mit nur wenigen zugehérigen Mikrozustdnden befindet. Zum
Beispiel konnten alle Molekiile eines Gases in die linke untere Ecke eines Gefdlles gezwungen worden sein.
Lasse dann die makroskopische Randbedingung fallen (entferne die betreffende Wand). Der spezielle
Makrozustand, der zu diesem Zeitpunkt vorliegt, wird damit keinesfalls unmoglich. Es ist nur so, dass es zu
einer gleichméfBigen Verteilung der Molekiile im Gefall wesentlich mehr zugehorige Mikrozustidnde gibt,
also zu der speziellen anfinglichen Verteilung (alle Molekiile unten links). Weil alle Mikrozustdnde gleich
wahrscheinlich sind, wird der spezielle makroskopische Anfangszustand spéter praktisch nie mehr ein-
genommen. Der Zustand ist extrem unwahrscheinlich, obwohl er mit den mikroskopischen physikalischen
Gesetzen vertraglich ist. Dies wird in Abb. 5.11 nochmals illustriert.

Clausius betrachtet in seiner Formulierung des Zweiten Hauptsatzes Systeme, die Warme mit der Um-
gebung austauschen konnen. Dann muss man die ausgetauschte Warme beriicksichtigen. Clausius schreibt

112 Eine Grundregel der (auch wissenschaftlichen) Kommunikation lautet: Driicken Sie sich positiv aus, wenn sie kdnnen. Folgend
dieser Stilregel ist der Satz: ,,.Die Entropie bleibt gleich oder nimmt zu“ besser als ,,Die Entropie nimmt nicht ab. Hier gibt es gute
Griinde, die Wissenschaft iiber die Regeln des Stils zu stellen.
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as > 2
T

Glg. 5.8.1

80 ist die mit der Umgebung ausgetauschte Warme. Falls die Warme reversibel mit der Umgebung ausge-

tauscht wird, wird auf dem ,,>“ in Glg. 5.8.1 ein ,,=*. Die Clausiussche Formulierung macht klar, dass die

Entropie durchaus /okal abnehmen kann. Jeder Kiihlschrank senkt die Entropie in seinem inneren. Auf

Kiihlprozesse kommen wir in Abschnitt 5.16 zuriick.

Merke

— In vollstdndig abgeschlossenen Systemen kann die Entropie niemals abnehmen. Bei spontanen Prozessen

nimmt sie zu.

5.9  Inder Biosphdre wird lokal Entropie vernichtet

Die Entropie nimmt nicht nur ab, wenn eine Probe gekiihlt wird. Die Entropie nimmt auch ab, wenn aus

vielen einfachen Molekiilen (z.B. Wasser und CO») wenige komplexe Molekiile
(z.B. Zucker) synthetisiert wird. Diese Prozesse laufen standig und in gro3em
Umfang in der belebten Welt ab. Sie stehen mitnichten im Gegensatz zum Zwei-
ten Hauptsatz, denn diese Systeme fiihren stiindig und in groBem Umfang Entropie
an den Nachthimmel ab. Schrddinger driickt dies anders aus. Er legt den Schwer-
punkt auf die Negentropie und formuliert: ,,Life feeds on negative entropy*.!!*114
Dieser Satz ist eingdngig und eingidngige Sidtze haben immer etwas fiir sich. Der
Satz enthélt eine tiefsinnige Erkenntnis dahingehend, dass Leben ganz wesentlich
darin besteht, stindig lokal Ordnung zu schaffen und dass diese Ordnung in der
Form von Negentropie zugefiihrt werden muss. An einer Stelle kann der Satz al-
lerdings etwas in die Irre fiihren. Das Leben (und auch die allermeisten Maschi-
nen) nehmen von auf3en nicht nur Negentropie sondern auch Energie auf. Die
Nahrung des Lebens besteht nicht nur aus Ordnung, sie besteht auch aus Stoffen
mit hoher Innerer Energie. Auch die chemische Energie in diesen Stoffen leistet
einen Beitrag zum Schaffen von Ordnung. Aus physikalisch-chemischer Sicht
wiirde man formulieren: ,,Life feeds on free energy“.!!> Auf den Begriff der

Freien Energie gehen wir in Abschnitt 6.2.2 weiter ein.

113 K orrespondierende Weisheiten sind
»Wissen ist Macht* (Francis Bacon, 1597)
,»Wissen ist Freie Energie” (P.W. Atkins in den Mund gelegt)
»Wissen ist Geld* (Google)

— (CH,0), + 60,

AH = 2840 kJ/mol
AS ~ - 257 Ji(moal K)

Abb. 5.12

Wihrend der Photosynthese
nimmt die Entropie lokal ab.
Global nimmt sie zu.

»Wissen ist Steuereinkommen* (fiskalische Bildungsrendite, siche de.wikipedia.org/wiki/Bildungsrendite)

,»Wissen ist Innovation (unseren Ingenieurskollegen in den Mund gelegt)

»Wissen ist Tugend und Gliick” (dem Begriinder der Stoa, einem gewissen Zenon von Kition, in den Mund gelegt).
114 Heute wiirden man die Komplexitéit im Sinne der Komplexizitéits-Theorie neben die Negentropie stellen. Leben ist mehr als Ord-

nung. Geordnet sind Salz-Kristalle auch.
115 Auch Schrddinger hat sich in dieser Hinsicht spéter korrigiert.
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Ultimativ bezieht die Biosphére ihre Freie Energie aus den Ankoppelungen an — erstens — ein heiller Re-

servoir (die Sonne' !

) und — zweitens — ein kaltes Reservoir (den Nachthimmel).'!” Wenn Experimenta-
tor:innen fiir ein bestimmtes Experiment eine unwahrscheinliche Ausgangsbedingung erzeugen, dann ziehen
sie die Kraft zu diesem Widerstand gegen den Zweiten Hauptsatz aus der Sonne und dem Nachthimmel.

(Die Zwischenschritte sollen hier nicht in Abrede gestellt werden.)

Achtung: Die Biosynthese basiert nicht auf einer Carnot-Maschine. Am Ende von Abschnitt 5.3 wurde
betont, dass die Brennstoffzelle aus chemischer Energie elektrische Energie macht und dabei zwar die Car-
not-Effizienz umschifft, nicht aber die Gesamt-Entropie von System und Umgebung senken kenn. Bei der
Biosynthese ist es dhnlich. Es wird aus der Energie in Photonen chemische Energie erzeugt und es wird da-
bei die Carnot-Effizienz umschifft. Es wird gleichwohl eine Entropie gesteigert und dann an den Nachthim-
mel abgegeben.

Die Photosynthese ist iibrigens in energetischer Hinsicht bemerkenswert effizient. Es werden einige
Prozent der Licht-Energie in chemische Energie gewandelt. Technisch gesehen ist der Konkurrenzprozess
die Photovoltaik mit nachgeschalteter Elektrosynthese. Fiir die Wasserstoff-Erzeugung hat derzeit die Pho-
tovoltaik mit nachgeschalteter Elektrolyse einen besseren Wirkungsgrad als die H»-Erzeugung aus Biomasse.

Merke
— In der Biosphire wird lokal Entropie vernichtet.
— Die Gesamt-Entropie steigt gleichwohl an, weil der Erde Wérme abstrahlt.

5.10 In selbst-gravitierenden System kommt es spontan zu Temperatur-Unterschieden

Dass das Leben durch die heile Sonne und den kalten Nachthimmel mdglich gemacht wird, wirft die
Frage auf, woher denn die Sonne und der Nachthimmel

ihrerseits ihre Kraft zum Widerstand gegen den Zwei-
. . . . . vor der Verdampfung
ten Hauptsatz beziehen. Diese ziehen sie aus einer Be-

sonderheit von selbst-gravitierenden Systemen. Die \\

Gravitation erzeugt eine Instabilitdt, welche bewirkt, = e ——
dass in gravitativ gebundenen Wolken aus Gas oder
Staub die mittlere kinetische Energie ansteigt, wenn

Photonen oder heifle Partikel nach auBen abgegeben Pch dor Verdampang

werden. Fiir solche Wolken gibt es keine ,,Verdamp- \
fungskiihlung, im Gegenteil. Die zuriickbleibende ' \

Materie sinkt in dem selbstgeschaffenen gravitativen E

Potentialtopf weiter nach unten, gewinnt dabei Energie
und heizt sich auf (Abb. 5.13). Fiir selbst-gravitierende
Systeme gilt die Relation

Abb. 5.13

Fiir selbst-gravitierende Wolken steigt beim Abdampfen
von energiereichen Partikeln oder bei der Abstrahlung
von Photonen die kinetische Energie (und damit auch die
Temperatur).

116 Neben der Sonne ist das Erdinnere ein heiBes Reservoir. Die Hitze im Erdinneren ist z.T. ein Uberbleibsel der Kontraktion zum
Zeitpunkt der Entstehung der Erde. Zum einem anderen Teil wird sie durch Radioaktivitdt erzeugt. Das heifle Erdinnere war in der
prébiotischen Chemie vermutlich bedeutsamer als die Sonne, denn das Leben entstand vermutlich in Hydrothermalspalten am Mee-
resboden.

117 Mit den Begriffen ,,heiBes Reservoir und ,kaltes Reservoir wird auf den Carnot-Prozess angespielt. In der Tat leistet der Wir-
meausgleich zwischen beiden Reservoiren Arbeit im Sinne von Carnot, z.B. in Form der Plattentektonik, der Meeresstromungen
und der Winde in der Atmosphére. Die Biosynthese ist aber kein Carnot-Prozess. Hier muss man direkt mit der Entropie argumen-
tieren. Vergleiche dazu auch die Diskussion der Brennstoffzelle in Abschnitt 6.2.6. Beachte auch Abb. 5.12. Dort ist die Zu-
nahme der Entropie in einer steigenden Anzahl an Photonen begriindet.
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Glg. 5.10.1

<Ekin > = _%<Epot >

Beim Abdampfen steigt die kinetische Energie der Wolke. Es steigt damit auch die Temperatur. Selbst-gra-
vitierende Systeme haben also eine negative Warmekapazitét (siche die Diskussion im Umfeld von Glg.
5.12.3).!18

Glg. 5.10.1 fihrt auch den Namen ,,Virialsatz“.1 19 Man kennt den Sachverhalt aus dem Planetensystem.
Merkur rotiert schneller um die Sonne als Saturn.

Dieser Mechanismus verlangt einen kalten Himmel und damit letztlich die Expansion des Universums.
Andernfalls wiirden die abgestrahlten Partikel und Photonen zuriickkehren. Der Nachthimmel ist kalt, weil
sich der Mikrowellenhintergrund von uns entfernt. Der Mikrowellenhintergrund besteht aus der thermischen
Strahlung, welche von einem Plasma mit einer Temperatur von 3000 K ausgesandt wird. Sie wurde ausge-
sandt (Imperfekt), denn dieses Plasma bestand nur bis etwa 380 000 Jahre nach dem Urknall. Zu diesem
Zeitpunkt war die Temperatur so weit abgesunken, dass Elektronen und Protonen zu Wasserstoff-Atomen
rekombinierten. In diesem Moment wurde die Universum transparent; vorher war es ein glithender Ball.
Wir sehen dieses Plasma, weil wir, wenn wir in die Ferne schauen, stets auch in die Vergangenheit schauen.
Wegen der kosmischen Expansion ist die Strahlung dieses Plasmas um etwa einen Faktor 1000 rotverscho-
ben. Die Rotverschiebung senkt auch die scheinbare Strahlungstemperatur um etwa einen Faktor 1000.
Deshalb hat der Nachthimmel eine Temperatur von 2.7 K statt 3000 K.

Dieser Mechanismus erklart, warum Temperatur-Unterschiede spontan entstehen knnen. Diesen Me-
chanismus kannte Clausius nicht, als er vorhersagte, dass das Universum schlieSlich und endlich im ,,Wir-
metod” (einem gleichmdBig warmen, homogenen Medium ohne jede Struktur) enden werde. Nahe an die-
sem Zustand war das Universum etwa 380 000 Jahre nach dem Urknall. Aus diesem Zustand heraus bildeten
sich die Galaxien und Sterne.

Eine Randbemerkung: Strukturbildung in Systemen, die sich abkiihlen, kennt man auch aus dem Labor.
Nach der derzeit gidngigen Vorstellung wird das Universum nicht im Wérmetod enden, sondern im ,,Big
Freeze®. Dass dieser Zustand nicht rdumlich homogen sein wird, ist unspektakulir.

Merke

— In selbst-gravitierenden Systemen entstehen spontan Temperatur-Unterschiede. Dies ist moglich, weil
offene selbst-gravitierende Systeme eine negative Warmekapazitit haben.

— Dieser Mechanismus verlangt einen kalten Nachthimmel, letzterer erzeugt durch die Expansion des Uni-
versums.

5.11 Die Definition der Temperatur tiber die Entropie

In Abschnitt 3.1.3 wurde die Temperatur definiert als das, was das Thermometer misst. Diesen Schon-
heitsfehler konnen wir jetzt im Licht der Quantenmechanik beheben. Nachdem die Entropie unabhédngig von

118 Wir werden in Glg. 5.11.1 die Temperatur definieren iiber die Gleichung 1/7= dS/dU. Im Kontext der selbst-gravitierenden Wol-
ken muss man schreiben 1/7 := dSwoike/dUkin. Man muss die abgedampften Teilchen aus der Entropie herausrechnen und man muss
die gravitative Wechselwirkung aus der Inneren Energie herausrechnen. Das letztere sollte man auch deshalb tun, weil die Wech-
selwirkung langreichweitig ist (Funote 61). Nur wenn man schreibt 1/7" := dSwolke/d Ukin, ist die Warmekapazitit negativ.

119 Eg gibt einen entfernten Zusammenhang mit dem inneren Virial aus Glg. 3.3.3.

Die zentrale Eigenschaft der selbst-gravitierenden Systeme ist die Wechselwirkung iiber das 1/r-Potential. Der Virialsatz wie in
Glg. 5.10.1 benutzt verlangt ein 1/r-Potential.
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der Temperatur definiert wurde, konnen wir die Temperatur {iber die Entropie definieren. Wir tun dies mit
der Relation'?’

(a5

Man hitte genauso gut schreiben konnen 7= (dU/dS)y. Die Formulierung iiber 1/7 hat in anderem Kontext
Vorteile und wir halten uns an die Ublichkeiten.'?! Glg. 5.11.1 stelit die Thermodynamik vom Kopf auf die
Fiifle. Fundamental ist die Entropie. Die Temperatur ist eine abgeleitete Grof3e.

Glg. 5.11.1

Temperaturen meist positiv. Im Lichte von Glg. 5.11.1 schlie3t man, dass die Anzahl der Mikrozu-
stande pro Energie-Intervall, die ein System einnehmen konnte, meistens mit steigender Energie steigt. So
ist es fast immer. Genau genommen gibt es dafiir Vorbedingungen und sogar Gegenbeispicle.'??

Eine Randbemerkung: Auch ohne die Entropie kdnnte man eine universelle Temperatur-Skala iiber den
Carnot-Prozess definieren. Setze eine bestimmte Referenz-Temperatur 7..rbeliebig. Fiihre von diesem Zu-
stand aus einen reversiblen Kreisprozess und messe dessen Effizienz n. Dann ist die Differenz zur tieferlie-
genden Temperatur gegeben als

Glg. 5.11.2 | 2
AT :T'ref _Tcold :nTref 1 2

Damit ist die Temperatur 7co. festgelegt.

Merke b) =T,
— Nachdem die Entropie unabhéngig von der Temperatur definiert ist, kann man Umgebung
die Temperatur definieren {iber die Relation 1/7 := (dS/dU)y. System - du
5.12 Das thermische Gleichgewicht
Betrachte zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht, will sagen, zwei IEVS = o
Abb. 5.

Systeme, die solange untereinander Warme ausgetauscht haben (will sagen: Ent-
ropie ausgetauscht haben), bis dieser Austausch zum Stillstand kam. Wir zeigen,
dass diese beiden Systeme die gleiche Temperatur haben.

Abb. 5.14a zeigt zwei etwa gleich grofle Systeme. In Abb. 5.14b ist eines
der Systeme (,,das System) viel kleiner als das andere (letzteres ,,die Umge-
bung®). Die Umgebung ist ein unendliches Reservoir und fixiert deshalb die
Temperatur des Systems. Das Argument unten gilt fiir Abb. 5.14a und Abb.
5.14b gleichermalien.

Wenn zwei Systeme in ther-
mischem Kontakt miteinan-
der stehen, konnen sie
Wairme austauschen. Die
Gesamt-Entropie wird maxi-
mal. Deshalb ist

dS1/dU — dS>/dU =0 und in
der Folge 71 = T>.

120 Weil im Zihler eine kleine Entropie-Differenz steht, bendtigt man fiir die Definition der Temperatur keine absoluten Entropien.

Die Temperatur ist auch dann definiert, wenn ein Entropie-Nullpunkt fehlt.

121 Glg. 5.11.1 driickt eine Akzentverschiebung aus insofern, als man der Meinung sein kann, dass die Kilte interessanter sei als die
Wirme (1/T interessanter sei als 7). In der Kélte kommt es zur Ordnung. Dieser Sicht sind wir schon einmal begegnet, als in Ab-

schnitt 5.5 die Negentropie mehr Wertschitzung erfuhr als die Entropie.

122 Ein Beispiel fiir ein System mit negativer Temperatur ist ein Ensemble von Spins in einem Magnetfeld, bei dem mehr als die
Hilfte der Spins in die ungiinstige Richtung zeigen. Wenn man diesem Ensemble weiter Energie zufiihrt, nimmt die Anzahl der

Mikrozustinde ab.

Wenn diese Spins im thermischen Gleichgewicht mit den Schwingungen des Gitters stehen, auf dem die Spins leben, kann eine
solche ,,Inversion* niemals eintreten. Dann ist die Temperatur positiv und es hat die relativ kleinere Anzahl der Spins die ungiins-

tige Orientierung.
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Wegen der Energie-Erhaltung ist eine Energie-Zunahme von System 1 stets gleichzeitig eine Energie-
Abnahme von System 2. Wir schreiben dU; = — dU, und betrachten U, als die makroskopische Variable.
Weil die Gesamt-Entropie beider Systeme maximal ist, ist die Ableitung der Gesamt-Entropie nach U, gleich
null (Abb. 5.15):

Glg. 5.12.1
ds, JrdS2 _ ds, B ds, :i_L=0
du, du, dU, dU, T, T,
Die Ableitung dS/dU ist 1/T (Glg. 5.11.1). Deshalb ist
Glg. 5.12.2
1_1
I T,

Die beiden Temperaturen sind also gleich.

Gerade wurde nicht geklért, ob das thermische Gleichgewicht stabil oder instabil ist. Es kdnnte ja auch
die Gesamt-Entropie minimal sein. Dann wére das Gleichgewicht instabil. Die Entropie ist maximal, wenn
ihre 2. Ableitung von Si: nach U; negativ ist. Es gilt

Glg. 5.12.3
szm, sz1 d2S2 sz1 sz2
dv}  du} du} du}  dU;
d (1 N d (1) 1 df 1 d7,
dU, (1 dU,\ T, 712 dU, T22 du,
S
1 1 1 tot
"Gy, Gy,
Als im zweiten Schritt von d*/dU,? auf d*/dU,? iibergegangen wurde, d4n- | | ~"" =< o
derte sich das Vorzeichen nicht, weil es eine zweite Ableitung ist. Ganz ﬂ\ o *\
rechts stehen mit d7/dU die inversen Warmekapazitdten. Solange diese (S, maximal
positiv sind, ist das thermische Gleichgewicht stabil. Selbst-gravitierende U
Systeme haben aber negative Wirmekapazititen. Deshalb war das thermi- | App. 5.15
sche Gleichgewicht im friihen Universum instabil (Abschnitt 5.10). Fiir ein stabiles thermisches Gleichgewicht
ist die Gesamt-Entropie maximal. Die

Merke Tangente an das Maximum ist horizontal
— Ein Austausch von Warme fiihrt ein (dSi0/dU1 = 0).

thermisches Gleichgewicht herbei.
— Thermisches Gleichgewicht impliziert . _2 Gleichheit der Temperaturen.
— Das thermische Gleichgewicht ist _ihe 2 stabil, solange die

Warmekapazitdten positiv sind.

Umgebung
5.13 Boltzmann-Faktor und Boltzmann- Verteilung
Abb. 5.16
Wir betrachten im Folgenden ein Ein Zwei-Zustands-System in kleines System, dessen

Energie-Zustinde als deutlich separat seiner Umgebung. erkennbar sind. Typisch wire
ein einzelnes Molekiil. Das Molekiil sei im thermischen
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Gleichgewicht mit seiner Umgebung (Abb. 5.16). Wir errechnen im Folgenden den Quotienten zweier
Wahrscheinlichkeiten p(1) und p(2), welche den Zustéinden mit den Energien €; und &, = g,+Ag zugeordnet
sind. Der Quotient dieser Wahrscheinlichkeiten ist gleich dem Quotienten der Anzahlen der Mikrozustéinde
von System und Umgebung €., welche unter der Randbedingung errechneten werden, dass das System in
Zustand 1 bzw. Zustand 2 sei. Es gilt grundsétzlich Qs = Qgys - Qeny, wobei die Indizes sys und env das Sys-
tem und die Umgebung bezeichnen. Nachdem das System geméf Voraussetzung in dem einen, spezifizier-
ten Zustand ist, gilt Qs = 1 und folglich Qs = Q..!* Es folgt die Relation

Glg. 5.13.1
P(2)_9.0)
r() @, (1)
Wir logarithmieren und erhalten
Glg. 5.13.2
2 Q (2
n22) )=1an(2)—1an(1)=iAS
p(l) Qenv 1 B

Der Term In(Q2) wurde durch die Entropie ersetzt. Das System ist sehr viel kleiner als die Umgebung. Des-
halb wird der Ubertrag der Energie A vom System auf die Umgebung deren Entropie nur geringfiigig 4n-
dern. Wir diirfen approximieren

Glg. 5.13.3

AS 1
ASenv ~ — A Uenv = (_Ag)
AU T

env

Im zweiten Schritt wurde die Definition der Temperatur und weiterhin die Relation AU = —Ag benutzt. Wir
machen den Logarithmus riickgidngig und erhalten den Boltzmann-Faktor:

Glg. 5.13.4
r(2) Ag _ Abb. 5.17
W = exp kT . £ 301 GeméB der barometri-
p B 835 schen Hohenformel
2 Z 50 sinkt der Luftdruck
© . .
) ) o _ ] PE mit steigender Hohe.
Um von zwei relativen Wahrscheinlichkeiten zu einer S} Dies ist eine Konse-
absoluten Wahrscheinlichkeitsverteilung zu gelangen, muss 101 quenz der Boltzmann-
man auf die Summe aller Boltzmann-Faktoren normieren: Verteilung.
0 |
00 05 1.0

Druck [bar]

123 Man konnte einwenden, dass das System ein mikroskopisches System sei, dass das System deshalb in einem von zwei denkbaren
Mikrozustdnden sei, und dass deshalb gelten miisse Qsys = 2. Hier zeigt sich die ganze Subtilitdt der Definition der Entropie. Wir
konnen uns fiir die relativen Wahrscheinlichkeiten p(1) und p(2) nur interessieren, wenn wir sie auch messen konnen. Nach der
Messung wissen wir, in welchem Zustand sich das System befindet. Deshalb ist Qs = 1.

In diesem Licht ist die Unterscheidung zwischen ,,makroskopischen* Parametern (bekannten Parametern) und ,,mikroskopischen®
Parametern (unbekannten Parametern), die wir in Abschnitt 2.1 gemacht haben, etwas unprézis. Entscheidend ist, was den/die Ex-
perimentator:in interessiert bzw. nicht interessiert.
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Glg. 5.13.5

exp| — &
| P~y
" €,
zZuStd}’lde’ j €xp (_ kB/ j

Dies ist die Boltzmann-Verteilung.

Man kennt die Boltzmann-Verteilung aus der Atmosphare. Je hoher man sich befindet, desto diinner ist
die Luft, weil das gravitative Potential der Molekiile mit steigender Hohe steigt. Die geméf Boltzmann
erwartete Verteilung heifit auch ,,barometrische Hohenverteilung™. Die 1/e-Hohe ist etwa 10 000 m.

Eine dhnliche Hohenverteilung findet man auch bei kolloidalen Partikeln in fliissiger Umgebung, wenn
erstens alle Thermokonvektion sorgfaltig elinimiert wurde (das ist eher selten der Fall), und wenn zweitens
die Dichte-Differenz zwischen Partikel und Fliissigkeit Ap gerade so grof3 ist, dass die 1/e-Ho6he in derselben
GroBenordnung liegt wie die Hohe des Gefilles. Wenn die 1/e-Hohe viel kleiner ist als die Hohe des
GefaBes, sedimentieren die Partikel. Dann schldgt die Sedimentation die Diffusion. Die Partikel ,,fallen
nach unten®, genauso wie eine makroskopische Kugel im Schwerefeld nach unten rollt. Wenn die 1/e-Hohe
viel groBer ist als die Hohe des GefaBes, schligt die Diffusion die Sedimentation. Diese Situation ist
charakteristisch fiir Kolloide. Kolloide unterliegen der Brownschen Bewegung und fiir hinreichend kleine
Partikel ist die Brownsche Bewegung schnell genug, um die Sedimentation zu verhindern. Es zeigt sich,
dass die Diffusion dominiert, solange die Kugeln kleiner als etwa 1 um sind. Kolloidale Objekte sind meist
kleiner als 1 um (Abschnitt 4.5.2, die kritische GroBe hiingt vom Dichte-Unterschied ab). Nur am Ubergang
zwischen beiden Bereichen sieht man eine nicht-triviale Verteilung der Kugeln als Funktion von z. Diese
Beobachtung hat in der Form des ,,Perrinschen Gummi-Gut Versuchs* seinerzeit eine Rolle in der
Entwicklung der statistischen Mechanik gespielt.

Achtung: Wenn man ,,1 und ,,2* als zwei Mikrozustinde des Systems auffasst, dann sind die
Wabhrscheinlichkeiten der Mikrozustdnde nicht gleichverteilt und die Entropie des Systems alleine ist auch
nicht maximal. Wie gesagt: Das System ist im thermischen Kontakt mit einer Umgebung. Es ist nicht
vollstindig abgeschlossen. Auf dieses Problem kommen wird in Abschnitt 6.2.4 zuriick. Dieses System
alleine maximiert im thermodynamischen Gleichgwicht nicht seine Entropie. Stattdessen minimiert es seine
Freie Energie.

Merke

— Fiir Systeme im thermischen Gleichgewicht mit einer Umgebung ist der Quotient der Besetzungszahlen
zweier Zustdnde mit einer Energie-Differenz Ag gegeben als po/p1 = exp(—Ae/(kzT)). Dieser Term fiihrt
den Namen Boltzmann-Faktor.

5.14 Die logarithmische Empfindlichkeit des Auges geht auf den Boltzmann-Faktor zuriick

GemilB dem Weber-Fechner-Gesetz empfinden Menschen den Helligkeitsunterschied zwischen einer
Kerze und zwei Kerzen als genauso gro8 wie den Helligkeitsunterschied zwischen zwei Kerzen und vier
Kerzen. Das kdnnte man als Konsequenz der Signalverarbeitung im Hirn deuten, aber denselben Sachver-
halt findet man auch in Tierversuchen, wenn man die Rate, mit der die Sehnerven feuern, gegen die Licht-
leistung auftrdgt. Die logarithmische Empfindlichkeitsskala ist tief in der Sinnesphysiologie verankert. Dies
wird besonders augenfillig dadurch, dass die Einheit fiir die Dekade auf der log-Skala — das ,,Bel®, besser
bekannt als 10 Dezibel oder 10 dB — von Alexander Graham Bell im Hinblick auf die vom Menschen emp-

fundene Lautstiarke entwickelt wurde. (Bell erfand das Telefon.)
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1 Bel entspricht einem Quotienten von 10 zwischen zwei GroBen. (3 dB entspricht in etwa einem Fak-
tor 2). Um zu absoluten Gréflen zu gelangen, definiert man zusétzlich fiir die verschiedenen Anwendungsbe-
reiche bestimmte Nullpunkte. Man sollte dann dem dB einen weiteren Buchstaben zufiigen. In der Akustik
entsprechen (per Konvention) 0 ,,dBA“ einer akustischen Leistung von 20 uW. dBA ist die Einheit des
,Schalldruckpegels®.

Auge, Ohr, Nase und Tastsinn haben alle eine logarithmische Empfindlichkeitsskala. Eine logarithmi-
sche Empfindlichkeitsskala zieht in der Regel einen groen dynamischen Bereich nach sich.!** Deshalb kén-
nen wir sowohl bei Nacht als auch bei Tag gut sehen. Eine Kamera ohne einstellbare Belichtungsdauer kann
nur bei Nacht oder bei Tag betrieben werden.'?®

Die logarithmische Empfindlichkeits-Skala ist letztlich in der Boltz-

mann-Verteilung begriindet. Betrachte dazu die Abb. 5.18. Gezeigt ist density of
eine Elektrode in einem Elektrolyten, welcher ein Redox-aktives Molekiil states
enthdlt. Das Elektron kann sich entweder im Metall oder auf dem betref- . /
fenden Orbital der Redox-aktiven Spezies befinden. Es gibt einen Energie- Ei:,?el_ )
Unterschied Ag zwischen beiden Situationen. Dieser Energie-Unterschied ‘e
hat einen Beitrag von dem Sprung des elektrischen Potentials an dieser Ag
Elektrode. Er ist also einstellbar oder messbar, je nachdem ob man die Molekiil-
Spannung vorgibt oder ausliest. Es gilt Orbital
Glg. 5.14.1 Metall | Elektrolyt
#(e”, Metall)  #(Ox, Losung) (—Aaj
- = - = — Abb. 5.18
#(Reda Losung ) #(Red, Losung) kT Die Nernst-Gleichung hat ihren Ur-
sprung in dem Boltzmann-Faktor, wel-
Der L e ht hier fiir die Anzahl. W der oder dic E . cher die relative Haufigkeit von oxidier-
er Lattenzaun (,,#°) steht hier fiir die Anzahl. Wenn der oder die Experi- tem Molekiil (Elektron im Metall) und
mentator:in Ag vorgeben wiirde, wiirden sich im Laufe der Zeit die relati- reduzierter Spezies (Elektron auf dem
ven Konzentration entsprechend einstellen. Dies konnte Korrosion invol- Molekiil) vorhersagt.

vieren. In der Potentiometrie gibt man aber die Konzentration vor und
misst die Spannung (die von Ag abhéngt). Der Spannungsabfall an der Elektrode richtet sich dann nach den
Konzentrationen:

Glg. 5.14.2
#(Ox, Losung)

#(Red, Losung) ot

Age =—k,Tn

Agomer bertlicksichtig nicht-elektrische Beitrdge zu Ae. Und da ist er: Der Logarithmus. Der Logarithmus re-
sultiert aus der Bolzmann-Verteilung. Die Boltzmann-Verteilung ist eine Exponentialfunktion, weil die Ent-
ropie ein Logarithmus ist (Glg. 5.4.6).

Ein gewisses Problem an diesem Argument ist, dass die Energie des Orbitals im Elektrolyten nur unter
groflen Schwierigkeiten absolut gemessen werden kann. Der Praktiker misst immer den Potential-Unter-
schied zweier Elektroden (misst die elektrische Zellspannung, statt der Spannung einer Halbzelle). Er kennt

124 Die pH-Sonde hat eine logarithmische Empfindlichkeits-Skala, denn der pH ist der negative dekadische Logarithmus von [H'].
Der dynamische Bereich der pH-Sonde umfasst immerhin 14 Dekaden (pH 0 bis pH 14).

125 Bei Vollmond ist die mittlere Helligkeit in Einheiten von Watt/m? etwa 105-mal geringer als bei Sonnenschein. Dies iibersteigt
den dynamischen Bereich der meisten Kameras.
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den Spannungsabfall an der Referenz-Elektrode und damit auch den Spannungsabfall an der Arbeitselekt-
rode. Das elektrische Potential £ und die Energiedifferenz Ae sind verkniipft durch

Glg. 5.14.3

R
E:—E—%ZEQ—ICBTIH[ ed]:E@ +Ehl [OX]

e e e [OX] F [Red]

Dies ist die Nernst-Gleichung. [...] steht in einer verkiirzten Schreibweise fiir eine Konzentration oder auch
fiir Produkte von mehreren Konzentrationen.

In der Sinnesphysiologie muss man die Elektrode durch eine Neven-Membran ersetzen. An dieser liegt
das ,,Membranpotential*“ an und auch das Membranpotential unterliegt der Nernst-Gleichung. Der Nerv feu-
ert, wenn das Membranpotential einen Schwellenwert {ibersteigt. Das Membranpotential hangt logarith-
misch von der Konzentration von geladenen Botenstoffen ab, deshalb die logarithmische Empfindlichkeits-
skala.

Natiirlich ist es komplizierter. In der Biologie ist nichts wirklich einfach, wenn man in die Einzelheiten
einsteigt. Aber das Membranpotential und seine logarithmische Abhéngigkeit von der Konzentration der
Botenstoffe spielen eine Rolle.

5.15 Der Gleichverteilungssatz

Die Herleitung des Gleichverteilungssatzes (Glg. 7.6.2) im voller Allgemeinheit ist etwas mithsam. Sie
ist in Abschnitt 12.2 vorgefiihrt. Fiir die kinetische Energie in der Translation entlang einer einzigen Achse
gibt es eine vereinfachte Herleitung. Der thermische Mittelwert der Translations-Energie fiir die Bewegung
entlang der x-Koordinate ergibt sich aus dem Integral {iber alle moglichen Translations-Geschwindigkeiten
vy, gewichtet mit der Boltzmann-Verteilung gemaf

Glg. 5.15.1
(Eran) = I:;;n gl 1 f::ig(vx )dv,
Jogle)dve 2 sy,
g(vy) ist die Gewichtsfunktion (siche auch Kasten 2.1). g(vy) ist die Boltzmann-Verteilung:
Glg. 5.15.2

(V)—ex _1/2mvi = ex —V’z‘ mit G2=kBT
BV P k,T Pl %2

Im zweiten Schritt wurde der Parameter o eingefiihrt. Wenn man die Boltzmann-Verteilung als eine Funk-

tion von vy auffasst, ergibt sich eine GauB3-Verteilung. An dieser Stelle muss man zwei Integrale der Gaul3-

Funktion kennen. Es gilt!?®

126 de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung
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Glg. 5.15.3

2
LO exp[— 2);2 jdx =+/2nG

2
ooxzex 2 dx = 6 \/2no
~|.—°° P 26°

2

Der Quotient dieser Integrale (die Varianz der GauB3-Verteilung) ist 6°. Dieser Quotient eingesetzt in Glg.

5.15.1 ergibt

Glg. 5.15.4
1 1 kT 1
<Etmmx>:_m02 = m £ :_kBT
” 2 2 m 2
Die Rechnung verlduft analog fiir v, und v.. Deshalb ist die Ge- Thot T oo
samt-Translations-Energie gegeben als 3/2 kpT. Q Q
hot cold

Die Rechnung verlduft weiterhin analog fiir die Rotations-

Energie Eoror = 1/2 Ly Q2. I, ist das Massentriigheitsmoment fiir

w
AS hot= Qhot/T hot ASoo Id=Qoo Idn-

die Rotation um die x-Achse. €, ist die Rotationsgeschwindigkeit.
(Hier wurde angenommen, dass die x-Achse eine Rotations-Haupt-

cold

achse ist, siche Abschnitt 7.6.) I, und Q) {ibernehmen die Rollen Abb. 5.19
von m und v, in der Rechnung oben. Deshalb ist auch der thermi- DlerQWir/le;ngsgrad der Warmepumpe ist definiert
als Ueold .

sche Mittelwert der Rotations-Energie gleich 1/2 k3T pro Rotations-

achse. Die Rechnung verlduft weiterhin vollig analog fiir den ther-

mischen Mittelwert der potentiellen Energie eines harmonischen Oszillators. Fiir diesen gilt Vo = 1/2 xx?
mit k der Federkonstanten und x der Auslenkung. Die Parameter k und x nehmen hier die Rollen von m und
v, in der Rechnung oben ein. Beachten Sie: Diese Rechnung verlangt ein parabolisches Potential. Ansons-
ten gilt der Gleichverteilungssatz nicht. Fiir ein 1/r-Potential gilt der Gleichverteilungssatz nicht.'?” (Der
Gleichverteilungssatz gilt auch dann nicht, wenn die betreffenden Anregungen quantenmechanisch eingefro-
ren oder partiell eingefroren sind, Abschnitte 7.6 und 12.5.)

5.16 Wirmepumpen, Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts

Eine Wiarmepumpe (eine Kéltemaschine) ist zunéchst nichts anderes als eine riickwirts laufende Carnot-
Maschine. Wir definieren Wirkungsgrad der Warmepumpe nyp als

Glg. 5.16.1

Qcoia 1t die dem kélteren Reservoir entnommene Wiarme. Der optimale Wirkungsgrad wird bei reversibler
Prozessfiihrung erreicht. Dann ist die Anderung der Gesamt-Entropie null:

127 Fiir das 1/r-Potential gilt stattdessen der Virialsatz, Glg. 5.10.1.
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Glg. 5.16.2

Daraus folgt fiir reversible Prozessfiihrung

Glg. 5.16.3
Qhot _ T;tot
Qcold T'cold
Der Wirkungsgrad ergibt sich als
Glg. 5.16.4
T] _ Qcold _ 1 _ 1 _ Yzold _ T;old
wp — - - - -
Qhot - Qcold th -1 T;laf -1 Thot - T;old AT
Qcold T;old

Der Wirkungsgrad einer Warmepumpe (einer Kéltemaschine) geht also mit sinkender Temperatur gegen
Null. Dies ist kein technisches Detail, sondern eine Konsequenz elementarer thermodynamischer Uberle-
gungen. Wenn der Wirkungsgrad von Kéltemaschinen nahe bei 7'= 0 strikt immer gegen Null geht, ist der
absolute Nullpunkt unerreichbar. Dies ist die ,,schwache Form des Dritten Hauptsatzes.*

5.17 Exkurs: Die starke Form des Dritten Hauptsatzes, S(T=0) =0

Die ,,starke Form des Dritten Hauptsatzes* besagt, dass die Entropie eines jeden Mediums am absoluten
Nullpunkt null ist. Bei dieser Feststellung nimmt man die Gléser von der Diskussion aus, denn Gléser haben
»eingefrorene Unordnung®. Der Schritt von der schwachen Form zur starken Form des Dritten Hauptsatzes
fiihrt auch den Namen ,,Nernst-Theorem*. Eine genaue Analyse zeigt, dass diese Uberlegungen nicht zwin-
gend sind. Wir zichen uns auf ein Plausibilitdts-Argument zuriick.

Sei die Entropie am absoluten Nullpunkt gleich null und steige sie dann kontinuierlich an. Gebe es wei-
terhin zwei verschiedene Zustéinde des Mediums, z.B. magnetisiert und nicht magnetisiert (links unten in
Abb. 5.20). Man kann sich dem Nullpunkt nédhern, wenn man in einer alternierende Folge von isothermen
und adiabatischen Schritten zwischen diesen beiden Zustdnden hin und her wechselt. Oben rechts in Abb.
5.20 tritt die Kiihlung wihrend der reversiblen adiabatischen Expansion ein. In diesem Schritt nimmt die
Entropie in der Unkenntnis {iber die Positionen der Partikel zu. Nachdem die Gesamt-Entropie konstant
bleibt, muss die Temperatur sinken. Wihrend der Kompression sinkt die Entropie in dem Unwissen iiber die
Position der Partikel (es steigt eine Ordnung), aber die korrespondierende Warme wird abgefiihrt. Bei tiefen
Temperaturen ist dieser Weg nicht gangbar, weil die Materie als Festkorper vorliegt. Es gibt aber einen ana-
logen Mechanismus, der auf der Ordnung bzw. Unordnung von Spins aufbaut. Wenn man zunéchst alle
Spins ordnet und dann das Magnetfeld, welches diese Ordnung hervorgerufen hat, langsam auf null redu-
ziert, dann leisten die Spins, welche nach und nach umklappen, eine Arbeit an der Spule (so wie das Gas eine
Volumenédnderungsarbeit an der Umgebung verrichtet). Die Arbeit an der Spule kommt zustande, weil eine
Zeitableitung der Magnetisierung proportional zu einer in der Spule induzierten Spannung ist. Diese adiaba-
tischen Entmagnetisierung kiihlt die Probe. Adiabatische Entmagnetisierung (von Elektronen-Spins oder
auch Kern-Spins) ist der letzte Schritt auf dem Weg zu ultratiefen Temperaturen.'”® Weil aber die Entropien

128 Der Weltrekord fiir gewdhnliche Temperaturen (aus dem Jahr 1999) steht bei 1.75 mK. Hier wurde auch ,,dilution refrigeration‘
eingesetzt. Dabei wird eine Kiihlung durch die Mischungswirme von 3He und “He herbeigefiihrt. Die Mischungsentropie wird der

74



des hoher geordneten und des weniger geordneten Zustands einander immer ndher kommen, werden die
Schritte im ST-Diagramm immer kleiner. Man braucht unendlich viele Schritte, um den Temperatur-
Nullpunkt zu erreichen. Der absolute Nullpunkt ist dann unerreichbar, wie von der schwachen Form des
dritten Hauptsatzes gefordert.

Nehme nun an, dass die Entropien beider Zustdnde am absoluten Nullpunkt nicht gleich seien. Dann
brauchte man nicht unendlich viele Schritte, um zum absoluten Nullpunkt zu gelangen — im Widerspruch zu
schwachen Form des Dritten Hauptsatzes. Dieses Argument zeigt, dass die Entropien am Nullpunkt alle zu
demselben Wert streben miissen. Das gilt fiir magnetisierte und nicht magnetisierte Proben, aber es gilt auch
fur alle anderen Paare von Zustdnden, zwischen denen man in der einen oder anderen Weise hin und her
schalten konnte. Wenn nun die Entropien aller dieser Zustdnde am Nullpunkt den gleichen Wert haben,
dann kann man ihnen auch den Wert Null zuweisen. Das letztere ist die starke Form des Dritten
Hauptsatzes.

Den Dritten Hauptsatz kann man quantenmechanisch dahingehend interpretieren, dass auch
makroskopische Systeme einen einzigen wohldefinierten Grundzustand haben.!? Was das Spin-System

betrifft, mag das erstaunen. Aber auch bei Spin-Systemen gibt es S _
Wechselwirkungen, die Ordnung und einen wohldefinierten A - Egﬂgﬁg‘;m
Grundzustand (z.B. ferromagnetisch oder antiferromagnetisch13 0). 1

Aus diesem Argument folgt weiterhin, dass alle spezifischen adiabatische /
Warmen am absoluten Nullpunkt gegen null gehen miissen. Nehme R Eiis::sti;ihe
an, die spezifische Warme gehe am Nullpunkt gegen einen endlichen 1117\ .
Grenzwert Cvyp. Gehe von einer endlichen Entropie S, kurz ober- \ - :azzlﬁé[&eiemng
halb des absoluten Nullpunkts aus. Dann wire die Entropie am ab- \VLJ
soluten Nullpunkt gegeben als So & St — CvoJo™¥ 1/T dT = — il -l
Sret — Cyo[In T}y = —c0. Die Entropie geht aber nicht gegen —oo, sie L::lrﬁmml
geht gegen null. Deshalb muss auch die spezifische Warme gegen Abb. 5.20
null gehen. Auch diesen Sachverhalt versteht man mit der Quanten- Da die Entropie aller Kristalle am absoluten
mechanik. Alle Anregungen eines Mediums sind quantisiert. Wenn | Nullpunkt null ist, ist der Temperatur-Nullpunkt
die Temperatur des Mediums so weit absinkt, dass die thermische g?er rcilleerin;rS:él;s?el;zn\g;nn?i(thsschsifi}éinvlil;i riso_
Energie fiir die Anregung nicht mehr ausreicht (wenn kz7 << Ag mit Schritten zu erreichen.

Ag der Energie dieser Anregung), dann friert der betreffende Frei-
heitsgrad ein.

thermischen Bewegung entzogen.
Es wurde auch eine Spin-Temperatur von 100 pK berichtet. Schallwellen wurden dabei nicht betrachtet.
In einer Ionen-Falle wurde im Jahr 2021 eine Temperatur von 38 pK erreicht. In Ionenfallen sind die tiefen Temperaturen insofern
interessant, als mit der Bose-Einstein-Kondensation ein Phidnomen studiert werden kann, welches es nur dort gibt. Ansonsten stellt
sich die Frage nach dem Nutzen von weiteren Kélterekorden.
hitps://en.wikipedia.org/wiki/Low-temperature_technology timeline

129 Der Grundzustand kann auch aus wenigen Zustinde gleicher Energie bestehen. Zum Beispiel kann die Gesamt-Magnetisierung
nach oben oder nach unten zeigen. Dann wird gewohnlich die Entropie durch die Anzahl der Partikel, N, geteilt. Im Grenziiber-
gang von N — oo ist die Entropie pro Partikel dann immer noch null.

130 Selbst die Kern-Spins von suprafluidem *He richten sich bei sehr tiefen Temperaturen parallel zueinander aus. Es gibt dann einen
»Kern-Spin-Ferromagnetismus®.

75



6 Die mathematische Maschinerie hinter der Gleichgewichts-Thermodynamik

Im letzten Kapitel wurde die Mathematik aullen vor gelassen soweit das moglich war. Wer die Thermo-
dynamik anwenden will, sollte sich gleichwohl den Formalismus aneignen. Die Mathematik fiihrt zu Be-
grifflichkeiten, welche die Vielzahl der Phénomene strukturiert. Der mathematische Formalismus spielt hier
auch die Rolle einer Eselsbriicke. Viele Physikochemiker:innen haben sich daran gewdhnt, bei der Berech-
nung von thermodynamischen Gleichgewichts-Grofien von den Ableitungen der thermodynamischen Poten-
tiale auszugehen. Es gibt einen ,.kanonischen Weg* der Berechnung. Diesen Weg muss man nicht gehen,
aber wer auf diinnem Eis ist, wird auf den bekannten Pfaden bleiben wollen. Der kanonische Weg ist auch
hilfreich fiir die Kommunikation. Wenn man sich in mathematischer Hinsicht an die Ublichkeiten halt, wird
man verstanden. Sollte man etwas falsch gemacht haben, findet man den Fehler schneller, wenn man entlang

der iiblichen Bahnen gerechnet hat.'!

Und natiirlich: Auch eine Reihe von Ergebnissen kann man nur erzielen, wenn man die Algebra zur An-
wendung bringt. Beispiele werden in den Abschnitten 6.4 und 7.8 diskutiert.

6.1 Gleichgewichte zwischen Systemen und Systeme im Gleichgewicht

Der Begriff des Gleichgewichts hat in der Physikalischen Chemie eine leicht andere Bedeutung als im
tiaglichen Leben. Im téglichen Leben meint ein Gleichgewicht

erstens in der Regel ein Krdftegleichgewicht und zweitens in der __—
Regel ein Gleichgewicht zwischen zwei Systemen. In der Physikali-

schen Chemie gibt viele Formen solcher Gleichgewichte (thermisch,

W
hydrostatisch, stofflich, chemisch,...) und es kann weiterhin ein ein-
. . C 1 - Drehmoment- mg cosH
zelnes System ,,im Gleichgewicht™ sein. &leichgenicht ’/ ol
Wir diskutieren zundchst das alltdgliche Verstdndnis, wiahlen
aber statt des Kréfte-Gleichgewichts ein Drehmoment-Gleichge- 61
Abb. 6.

wicht. Dieses liegt bei der Waage vor (Abb. 6.1). Seien die beiden Die Waage fiihrt ein Drehmoment-Gleich-
Arme der Waage gleich lang (sei die Lange L) und seien beide Ob- gewicht an der Rotations-Achse herbei.

jekte gleich schwer. Wir starten bei einer Zeiger-Auslenkung un- Weil der Drehpunkt etwas oberhalb des
Massenschwerpunkts liegt, ist das Gleichge-
wicht stabil. Bei dem betreffenden Winkel
skript L die Komponente der Kraft senkrecht zum Balken meint. ist potentielle Energie des Systems minimal.

gleich Null. Das Drehmoment ist gegeben als L wobei des Sub-

Um diese Kraft zu errechnen, muss man die Schwerkraft (gegeben
als mg) mit dem Cosinus des Winkels zwischen dem Balken und der Horizontalen multiplizieren. Dieser
Cosinus ist am Anfang fiir beide Arme verschieden. Die Waage wird sich deshalb in Bewegung setzen. Bei
einer bestimmten Position sind die Drehmomente gleich. Dann ist das Gleichgewicht (eigentlich: ,,Gleich-
Drehmoment®) erreicht. Das Gleichgewicht ist stabil, denn der Massenschwerpunkt liegt unter dem Dreh-
punkt.

Man kann die Gleichgewichtsposition auch aus einem Minimalprinzip ableiten. Das Gleichgewicht ist
erreicht, wenn die Summe der Energien im Gravitationsfeld minimal ist. Dieser Zusammenhang zwischen

131 Natiirlich ist es sportliche Ubung, auf Partys mit unkonventionellen Rechenwegen Paradoxien zu erzeugen. In dieser Hinsicht
sind aber Quantenmechanik und Relativitétstheorie dankbarer.
Dies ist nicht als pauschale Abwertung von unkonventionellen Uberlegungen gemeint. Alles zu seiner Zeit.
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einem Gleichgewicht zwischen zwei Partnern einerseits und einer minimalen Gréf3e andererseits ist charakte-
ristisch fiir alle Gleichgewichte dieser Art.!*>!33 Eine Liste ist in Tabelle 6.1 angegeben. Bei manchen dieser
Gleichgewichte muss man spezifizieren, unter welchen Randbedingungen sie sich einstellen sollen (z.B. iso-
chor oder isobar).

Die Gleichgewichte in der Physikalischen Chemie sind in der Regel dynamische Gleichgewichte in dem
Sinn, dass der betreffende Austausch stdndig in beiden Richtungen stattfindet und nur in der Summe und im
zeitlichen Mittel zu Null wird."** Diese Austausch-Prozesse darf man als Irrfliige auffassen, die das System
zum Gleichgewicht hin relaxieren lassen, falls es zu Beginn der Experiments nicht im Gleichgewicht war.

Soweit zum Gleichgewicht zwischen Systemen. Ein System ist ,,im Gleichgewicht®, wenn alle Unter-
systeme in dem betreffenden Gleichgewicht miteinander sind. Um das Erreichen des Gleichgewichts zu prii-
fen, betrachtet man nun nicht alle denkbaren Untersysteme, sondern man bringt das betreffende Minimal-
prinzip (allgemeiner: Extremalprinzip) zur Anwendung. Auch das thermodynamisches Gleichgewicht ist
von den obigen Bemerkungen beschrieben. Das thermodynamische Gleichgewicht impliziert, dass die
Summe der Entropien von System und Umgebung maximal ist (will sagen, dass die Negentropie minimal
ist). Es impliziert damit gleichzeitig, dass eine Vielzahl von Irrfliigen das System weg von einem unwahr-
scheinlichen Anfangs-Makrozustand hin zu einem wahrscheinlicheren End-Makrozustand gefiihrt haben.

Tabelle 6.1
Verschiedene Formen von Gleichgewichten zwischen Systemen und korrespondierende minimale Grofen
Art des Extensive Variable Intensive Variable Infinitesimale | Minimale Gréfe
Gleichgewichts (ausgetauscht zwischen | (fiir beide Systeme Energie
den Systemen) gleich, wenn das Gleich-
gewicht erreicht ist)
Waage Winkel 0 Drehmoment 7T}, Tro: dO Potentielle Energie im Gra-
vitationsfeld
Kréfte-Gleichgewicht | Weg x Kraft F Fdx Elastische Energie in den
zwischen zwei elasti- Federn
schen Federn
Hydrostatisches Volumen V Druck p pdV Energie in der Volumenén-
Gleichgewicht derungsarbeit
(adiabatisch gefiihrt)
Thermisches Entropie S Temperatur T 7ds Negentropie
Gleichgewicht
Elektrisches Ladung ¢ Elektrisches Potential ¢ | ¢dg Elektrostatische Energie
Gleichgewicht
Stoffliches Stoffmenge n Chemisches Potential p pudn Gibbssche Freie Enthalpie
Gleichgewicht
Chemisches Reaktionslaufzahl £!33 | Chemisches Potential p | udg Gibbssche Freie Enthalpie
Gleichgewicht

132 Ausnahmen sind Gleichgewichte, welche das Ergebnis eines Regel-Vorgangs sind. In den Lebenswissenschaften gibt es die ,,ho-
mdostatischen Gleichgewichte®. In den Wirtschaftswissenschaften gibt es das ,,Nash-Gleichgewicht“. Fiir die Bedeutung sei auf
Wikipedia verwiesen. Diesen Gleichgewichten ist kein Minimalprinzip (oder auch Extremalprinzip) zugeordnet.

133 Beim thermischen Gleichgewicht wird die Negentropie minimal. Wer stattdessen von der (maximalen) Entropie reden will, muss
das ,,Minimalprinzip* durch ein ,,Extremalprinzip* ersetzen. ,,Extremal“ meint ,,minimal oder maximal®“. Wenn man von Anfang
an die differentielle Negentropie als —3Q/T definiert hitte und immer nur von Negentropie spriache statt von Entropie, gébe es in
der Physikalischen Chemie nur Minimalprinzipien und einige Vorzeichen weniger (...um den Preis, dass die Negentropie immer
negativ ist, falls sie am absoluten Nullpunkt den Wert null hat).

134 Auch die Waage konnte in einem solchen dynamischen Gleichgewicht sein, wenn die beiden Arme der Brownschen Bewegung
unterliegen wiirden. Meist gibt es an der Achse eine Haftreibung, die das verhindert.

135 Die Reaktionslaufzahl ist die Stoffmenge geteilt durch den stéchiometrischen Koeffizienten, v. Man schreibt d& = dn/v.
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Merke

— Auf dem Weg zu einem Gleichgewicht zwischen zwei Systemen tauschen die Teilsysteme eine extensive
GroBe aus solange, bis eine korrespondierende intensive Grofle in beiden Teilsystemen gleich grof ist.

— Beispiele sind das Kriftegleichgewicht, das elektrische Gleichgewicht, das hydrostatische Gleichgewicht,
das thermische Gleichgewicht, das stoffliche Gleichgewicht und das chemische Gleichgewicht.

— Gleichgewichte in der Physikalischen Chemie sind stets mit einem Extremalprinzip verkniipft.

— Wenn ein System ,,im Gleichgewicht™ ist, ist damit gemeint, dass alle Untersysteme miteinander im
Gleichgewicht sind.

6.2  Die thermodynamischen Potentiale

6.2.1 Die Rolle von Randbedingungen und der Umgebung

Bei spontan ablaufenden Prozessen steigt die Gesamt-Ent-
ropie von System und Umgebung. Der Wunsch ist nun, die
Umgebung nach Méglichkeit aus diesen Berechnungen zu eli-
minieren. An dieser Stelle miissen wir zunichst den Begriff der

Umgebung prizisieren. Eine Umgebung ist ein unendliches Re-

\_/

servoir (von was auch immer). Wenn ein System Wirme an

eine Umgebung in diesem Sinn abgibt, steigt deren Temperatur

so gut wie nicht. Wenn sich ein gewisses Volumen (ein Luft- Abb. 6.2 . .
ballon mit einer sehr kleinen elastischen Spannung'*®) in eine SZeunrh"gietrmmologle von Offenheit bzw. Abgeschlos-

Umgebung hinein ausdehnt, steigt deren Druck so gut wie nicht. | Offene Systeme erlauben den Austausch von Stoff

Weiterhin miissen wir klarstellen, in welcher Weise das System
mit der Umgebung in einem Gleichgewicht steht (oder eben
nicht steht).

Ein vollstindig abgeschlossenes System in einem festen

und Wiérme und Stoffen. Geschlossene Systeme er-
lauben nur den Austausch von Wiarme (Mitte). Voll-
standig abgeschlossene Systeme erlauben keinerlei
Austausch (nicht gezeichnet). Das hydrostatische
Gleichgewicht (Austausch von Volumen) wird von
dieser Terminologie nicht erfasst. Der graue Kasten

Behilter steht in iiberhaupt keinem Gleichgewicht mit der Um-
gebung (Abb. 6.2). Der feste Behilter stellt ein konstantes Vo-

rechts soll konstantes Volumen (also die Abwesen-
heit eines hydrostatischen Gleichgewichts) anzeigen.

lumen her und verhindert den Druckausgleich (verhindert das
hydrostatische Gleichgewicht). Die vollstindige Abgeschlossenheit verhindert den Austausch von (Wérme-)
Energie.!”” Die Wand verhindert weiterhin einen Stoffaustausch.!*® Zu stofflichen Gleichgewichten kom-
men wir in Abschnitt 8.4. Achtung: Die Gesamtheit von System und Umgebung gilt als im Folgen stets als
nach auflen hin vollstindig abgeschlossen in dem Sinn, dass die Entropie (von System und Umgebung) ma-
ximal wird.'®

Wer sich diese Terminologie nicht merken mdchte, kann zu den Begriffen ,,NVE-Ensemble®,
»NVT-Ensemble*, ,,NpE-Ensemble® , ,,NpT-Ensemble* oder ,,upT-Ensemble* iibergehen. Die Buchstaben
sagen, welche Groflen konstant sind. Oben wurden nicht alle mdglichen Kombination genannt. p ist das
chemische Potential (Abschnitt 8.4).

136 Der Luftballon ist nétig damit Mischprozesse unterbleiben.

137 Auch wenn an der Wand kein Energicaustausch stattfindet, werden bei den StoBen mit der Wand die quantenmechanischen Pha-
sen der Wellenfunktion zufallsgesteuert verdndert. Auch das zu unterbinden ist die Aufgabe bei der Konstruktion von Quanten-
computern.

138 Achtung: Bisweilen wird der Begriff ,,abgeschlossen im Sinne von ,,vollstéindig abgeschlossen* verwendet. Dann meinen ,,ge-
schlossen® und ,,abgeschlossen zwei verschiedene Dinge.

139 Man kénnte meinen, das Universum als Ganzes sei das ultimative vollstindig abgeschlossene System. Es ist aber erstens der
Kosmos ganz weit weg vom thermodynamischen Gleichgewicht. Weiterhin ist dort wegen der kosmischen Expansion nicht einmal
die Energie-Erhaltung in Kraft.
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Vollstindig abgeschlossene Systeme sind eher selten. Viele chemische Reaktionen finden nicht bei
konstantem Volumen, sondern bei konstantem Druck statt. Man spricht von isobaren Prozessen (statt iso-
choren Prozessen). Zu den Ausnahmen gehdren zunédchst die Reaktionen in Druckbehéltern. Zu den Aus-
nahmen gehoren weiterhin die Explosionen. Auch ein Druckausgleich braucht Zeit.

Sehr kleinrdumige Prozesse laufen isotherm ab. Prozesse, bei denen keine Warme mit der Umgebung
ausgetauscht wird, heillen adiabatisch. Reversible adiabatische Prozesse heiflen auch ,.isentropisch (will
sagen: ablaufend bei konstanter Entropie). Man bemiiht sich bisweilen, chemische Reaktionen isotherm
durchzufiihren, weil die Reaktionsgeschwindigkeit temperaturabhéngig ist und man diese kontrollieren will.
Warmetransport verlangt Rithren und nicht zu grofle Gefdfle. Wenn man stark exotherme Reaktionen kon-
trolliert durchfithren will (also Explosionen vermeiden will), verwendet man gerne Mikroreaktoren. Grof3-
rdumige Prozesse (z.B. in der Atmosphire oder in Ozeanen) laufen oft adiabatisch ab, weil der Wérmetrans-
port iiber groe Distanzen hinweg ineffizient ist. Aus demselben Grund laufen schnelle Prozesse oft adiaba-
tisch ab. Wenn langsame Prozesse adiabatisch ablaufen sollen, verwendet man entweder ein sogenanntes
Dewar-Gefal3, oder man misst die Temperatur im Gefafl und fiihrt die Temperatur des Mantels mit einer
elektronischen Regelung aktiv nach, so dass der Mantel immer dieselbe Temperatur hat wie der Inhalt.

Biologische Prozesse oft isobar und isotherm ab. Die Zellen sind so klein, dass sie stets die Temperatur
der Umgebung annehmen.

Merke
— Das Verhalten von einem System in einer Umgebung héngt davon ab, welche Gleichgewichte das System
mit der Umgebung eingeht.

6.2.2  Der Erste Hauptsatz im Kontext von spontanen Prozessen und externer elektrischer Arbeit

In Abschnitt 5.2 wurde der die Innere Energie differential definiert iiber dU = 6 + 8Q. 6W ist eine in-
finitesimale mechanische Arbeit (die Volumenénderungsarbeit —pd}) and 50 ist eine infinitesimale iibertra-
gene Wérme. Fiir vollstidndig abgeschlossene Systeme ist U konstant (Erster Hauptsatz). Falls das System
im thermischen und hydrostatischen Gleichgewicht mit einer Umgebung steht (7 und p konstant), gilt fiir
viele Prozesse W = 0 und 60 # 0, denn das System passt sich stindig an. Wir betrachten im Folgenden Si-
tuationen, in denen es weitere Beitrdge zur Energiebilanz und zur Entropiebilanz gibt:

— Das System konnte eine elektrische Arbeit leisten (so wie in der Brennstoffzelle) oder eine elektrische
Arbeit aufnehmen (so wie beim elektrischen Heizen). Es wird im Folgenden das Subskript ,,ext” verwen-
det (fiir ,,external*), wenn der Prozess nicht in ersten Linie aus einer Volumenidnderung oder einem Wir-
meiibertrag besteht. Die zugehdrige Energie und zugehorige Entropie heiBen dEe und dSey.'*°
Wenn Energie von extern zugefiihrt oder abgefiihrt wird, gilt im Allgemeinen

Glg. 6.2.1
dU =80 - pdV +dE,,

— Es konnte Verdnderungen im System geben. Zum Beispiel konnte es zu Mischprozessen, Phaseniiber-
gingen, chemischen Reaktionen oder dem Anwachsen von Oberflichen kommen.

140 Hier gibt es einen Fallstrick bei der Definition der Inneren Energie U. Wenn das System geheizt wird, ist die Innere Energie nicht
konstant, denn es wird ja von auflen Energie zugefiihrt. Wenn aber im System ein Verbrennungsprozess ablduft, welcher die Probe
in dhnlichem Umfang aufwidrmt wie die vormalige elektrische Heizung, dann muss die chemische Energie im Brennstoff in die
Definition der Inneren Energie miteinbezogen werden. Ansonsten wére die Innere Energie im System nicht konstant. Es wird
dann im System chemische Energie in Wirme gewandelt.
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Achtung: Wenn mit diesen Prozessen Energien verkniipft sind, sind diese nicht ,,extern” im Sinne des
Subskripts ,,ext” oben. Diese Energien sind Teil der Inneren Energie. Man konnte die Innere Energie
und die Entropie aufteilen in (z.B.) Ukin, UvawGas, UsolidLiquid, Usurf, Ucr, Uelec, Umagn usw. (entsprechend fiir
die Entropie). Dabei stellen sich bisweilen diffizile Fragen der Abgrenzung zwischen den verschieden
Typen. Wir werden in Abschnitt 6.2.6 das Subskript ,,CR* fiir eine chemische Reaktion verwenden. Wir
werden fragen, ob diese Prozesse spontan ablaufen. Mit den Prozessen sind in der Regel weitere Variab-
len verkniipft. Ein solche Variable konnte z.B. die umgesetzte Stoffmenge im Fall einer chemischen Re-
aktion sein. Weil mit diesen Prozessen oft eine Volumenénderung und ein Warmeiibertrag verbunden
sind, muss man bei der Antwort auf die Frage ,,Spontan oder nicht?* die Umgebung beriicksichtigen. Die
Umgebung wird im Zuge einer geschickten Umformulierung der Formeln aus den Formeln verschwin-
den.

6.2.3  Die Enthalpie

Betrachte ein System in einem hydrostatischen Gleichgewicht mit einer Umgebung, welches keine
Wairme mit dieser Umgebung austauscht (ein isobares adiabatisches System, p = const., 8Q = 0). Wir erlau-
ben Prozesse im System und wir erlauben ein elektrisches Heizen. Die infinitesimale elektrisch zugefiihrte
Energie ist dEex. Der betrachtete Prozess fiihrt moglicherweise zu einer Ausdehnung und in der Folge zu
einer Volumeninderungsarbeit, gegeben als —pdV. Das Vorzeichen ist negativ, denn das System verliert
Energie, wenn man es gegen einen dufleren Druck expandiert. Wegen 6Q = 0 folgt aus Glg. 6.2.1

Glg. 6.2.2
dU = —pdV +dE,,,

Weil die Umgebung in dieser Gleichung nicht mehr auftritt, haben wir das Subskript sys fiir das System fal-
len gelassen. ,,dU* meint im Folgenden immer dUy,,. Wir stellen noch um

Glg. 6.2.3
dE,, = dU + pdV

Ein Teil der Energie aus der Heizung wird fiir die Volumenanderungsarbeit aufgebracht.

dU ist also nicht einfach gleich dE.. Das macht die Sache kompliziert. Jetzt konnte man sagen: ,,Na...
dann tritt dieser Zusatz-Term pd} eben auf. Gut zu wissen.” Aber: Um diese Korrektur anzuwenden, muss
man die Volumenausdehnung messen und das ist oft mithsam. AuBerdem tritt dieser Korrektur-Term sehr
oft auf. Deshalb definiert man eine neue Variable, die diesen Korrektur-Term in einer geschickten Weise
beriicksichtigt und verbirgt. Wenn man diese neue Variable benutzt anstatt der Inneren Energie U, wird man
von dieser Korrektur nicht mehr reden miissen. Diese neue Variable ist die Enthalpie H. Den Ubergang von
U auf H bezeichnet man als ,,LLegendre-Transformation. Der Trick ist der Folgende. Man definiert die
GroBe H als

Glg. 6.2.4
H=U+pV
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GemiB der Produkt-Regel'! ist das totale Differential von H gegeben als

Glg. 6.2.5
dH =dU + pdV +Vdp

Einsetzen von Glg. 6.2.2 ergibt

Glg. 6.2.6
dH =dE,, — pdV + pdV +Vdp =dE,, +Vdp

Der Ubergang von U nach H lisst also aus einem —pd ¥ ein +Vdp werden. Warum sollte das ein Vorteil sein?
Dass ist dann ein Vorteil, wenn der Prozess isobar gefiihrt wird. Dann ist dp = 0 und es folgt

Glg. 6.2.7

Die tiefgesetzten Buchstaben .S und p umschreiben die Komplikation. Nur unter diesen Randbedingungen ist
dH = dE.«. Es wurde weiter oben darauf hingewiesen, dass man bei Ableitungen aller Art gut daran tut, die
konstant gehaltenen GroBen tiefgestellt hinter einer Klammer anzugeben (siehe z.B. Glg. 3.1.8). Die vielen
Klammern und Indizes machen die Gleichungen aber uniibersichtlich. Deshalb besteht die Konvention, A
vorzugsweise als Funktion von Entropie und Druck aufzufassen (also zu schreiben H(S,p)). Sund p heillen
auch ,.kanonische* oder ,,natiirliche* Variablen von H. Wenn man diese Konvention im Hinterkopf hat, darf
man schreiben

Glg. 6.2.8
dH = dE,,

Grundsitzlich ist man natiirlich frei, diese neue Variable H zu verwenden oder auch nicht. Man ist auch
frei, die kanonischen Variablen zu verwenden oder nicht.!*? Wer weiter die Innere Energie U verwenden
will statt der Enthalpie H, trifft aber auf das Problem, dass in den Tabellenwerken zu Phaseniibergdngen und
chemischen Reaktionen nicht die betreffenden Inneren Energien eingetragen sind, sondern die Enthalpien.
Man spricht von einer molaren Schmelz-Enthalpie AsiH, von einer molaren Verdampfungs-Enthalpie A,.,H,
und von einer molaren Reaktionsenthalpie AczH.'** Die Einheiten sind kJ/mol genau wie fiir die Innere
Energie. Die betreffenden Messungen haben alle bei konstantem Druck (meist bei Luftdruck) stattgefunden.
Man hat zum Beispiel bei p = 1 bar eine fliissige Probe elektrisch geheizt, solange bis sie verdampft war.
Dabei hat man die Verdampfungs-Enthalpie als elektrische Arbeit aufgebracht, nicht die Innere Energie der

Verdampfung.
Merke

— Fiir adiabatisch und isobar gefiihrte Prozesse mit externer Arbeit nimmt die Enthalpie H (statt der Inneren
Energie U) um die von extern zugefiihrte Energie zu (dH = dE..).
6.2.4 Die Freie Energie

Wir fordern jetzt konstantes Volumen, lassen aber weiterhin eine elektrische Heizung zu. Falls das Sys-
tem im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung ist, ist dUsys = 0, denn die Energie aus der wird

141 (f.g) = f'.g + fg'. Man schreibt die Gleichung als d(f:g)/dx = (df/dx) -g + f (dg/dx) und multipliziert mit dx.
142 Fiir ein Beispiel, wo die kanonischen Variablen nicht verwendet werden, siehe Glg. 6.3.5.
143 Das Subskript ist ,,CR* statt ,,R*, weil die GroBe ArH in Abschnitt 10.2 eine spezielle Bedeutung erhalten wird.
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gleich wieder an die Umgebung abgegeben. Das darf als wenig interessant gelten. Man heizt gewisserma-
Ben bei offenem Fenster.

Interessanter als dUsys ist die Entropie. Betrachte einen Prozess und frage, ob die Entropie von System
und Umgebung wihrend dieses Prozesses zunimmt. Falls sie zunimmt, 1duft der Prozess spontan ab. Das
System sei in einem thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung (7 = const.), aber nicht in einem hyd-
rostatischen Gleichgewicht (V' = const, p nicht konstant). Es gilt

Glg. 6.2.9
ds,,, +ds,,, >0

So wie in Abschnitt 6.2.3 ist auch hier der Wunsch, die Umgebung aus der Formulierung verschwinden zu
lassen. Dies gelingt, indem man umformt gemaf

Glg. 6.2.10
1
dS+—9 >0
T QEVIV
1
dS-——580>0
T 0

Im zweiten Schritt wurde ausgenutzt das Qe = —00sys = —0Q. Die Umgebung kommt nicht mehr vor. Wir
multiplizieren mit 7, drehen das Vorzeichen und formen weiter um:

Glg. 6.2.11
-7dS +00 <0

~TdS +dU —dE,, <0
dU-TdS <dE,,

Im zweiten Schritt wurde Glg. 6.2.1 mit dV' = 0 zur Anwendung gebracht.

An dieser Stelle wird erneut eine Legendre-Transformation ins Feld gefiihrt. Man definiert die ,,Helm-
holtzsche Freie Energie 4 als

Glg. 6.2.12
A=U-TS
Das totale Differential der Freien Energie ist

Glg. 6.2.13
d4 =dU - TdS - SdT
Einsetzen von Glg. 6.2.9 fiihrt zu

Glg. 6.2.14

d4 <dE,, +TdS —TdS - SdT =3E, , — SdT
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Wegen dT = 0 in isothermen Prozessen folgt

dA<dE,,

Glg. 6.2.15

An dieser Stelle gibt es eine dhnliche Konvention wie bei dH4. Wenn von ,,d4* die Rede ist, besteht ein Vor-

verstdndnis dahingehend, dass dieses totale Differential bei konstantem Volumen und konstanter Temperatur

gebildet werden solle. Man konnte statt d4 auch genauer schreiben (d4)rv.

Wenn Energie weder zugefiihrt noch abgefiihrt wird, folgt

d4<0

Glg. 6.2.16

Es strebt also die Freie Energie zum Minimum. Isotherm-isochore Prozesse laufen spontan ab, wenn die

Freie Energie sinkt.

Warum wurde im dritten Schritt in Glg. 6.2.9 mit 7 multipliziert und
das Vorzeichen gewechselt? Das geschah, um Anschluss an die Physik zu
gewinnen. In der Physik rollen Kugeln nach unten, weil dabei die potenti-
elle Energie sinkt.'** Wenn thermische Prozesse im Spiel sind, wechselt
man von der potentiellen Energie zur Freien Energie.

dE.« konnte auch eine Energie sein, die man dem System entzieht.
dE.« hat dann ein negatives Vorzeichen und ist vom Betrag her kleiner als
dA. dA (statt dU) quantifiziert also die Fahigkeit des Systems Arbeit zu
leisten (immer: bei konstantem 7 und V).

Dass die Fihigkeit Arbeit zu leisten die Freie Energie ist, soll anhand
von Abb. 6.3 nochmals plausibel gemacht werden. Wenn eine Kugel zu
Boden fillt und dort liegen bleibt, verliert sie grundsatzlich die Fahigkeit,
ihre potentielle Energie in Arbeit zu wandeln. Dieser Verlust ist aber nicht
zwingend identisch mit der vormaligen Energie im Gravitationsfeld, mgh.

I Q. . =mgh

other

Abb. 6.3

Wenn eine Kugel zu Boden fillt, ist
der Verlust an fiir Arbeit nutzbarer
Energie nicht zwingend identisch mit
der erzeugten Wérme Q, weil die so
erzeugte Wiarme in eine Warmekraft-
Maschine eingespeist werden kann.

Die Kugel erzeugt am Ort des Aufpralls eine Wérme, welche mit einer Warmekraft-Maschine wieder in Ar-
beit gewandelt werden konnte Wenn die betreffende Platte heil} ist, steigert der Aufprall den Carnot-Wir-
kungsgrad und man bekommt etwas mehr Arbeit zuriick. Wenn die Platte kalt ist, senkt der Aufprall den

Carnot-Wirkungsgrad und man bekommt etwas weniger Arbeit zuriick. Dieses Argument fiihrt nicht
quantitativ zur Freien Energie. Es soll lediglich deutlich machen, dass die verlorene Féahigkeit Arbeit zu

leisten von der Temperatur abhangt.

6.2.5 Die Freie Enthalpie

Wenn der interessierende Prozess isotherm und isobar ablauft, muss in Glg. 6.2.11 die Volumeninde-
rungsarbeit pd) beriicksichtig werden. Glg. 6.2.1 eingesetzt in Glg. 6.2.11 ergibt

144 Eg steigt natiirlich auch die Entropie, denn es entsteht Warme. Andernfalls wiirde die Kugel nicht am Ende in der Potentialsenke

liegen bleiben.
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Glg. 6.2.17
—TdS +80 <0

-1dS +dU -dE_, + pdV' <0
dU -TdS + pdV <dE_,

Um erneut eine Legendre-Transformation zu Nutzen zu bringen, definiert man die Gibbssche Freie Enthal-

pie G als
Glg. 6.2.18
G=U+pV-TS
Wir bilden das totale Differential
Glg. 6.2.19
dG =dU + pdV +Vdp —TdS — SdT
Einsetzen in Glg. 6.2.17 ergibt
Glg. 6.2.20
dG —(pdV +Vdp —TdS — SdAT) —TdS + pdV
=dG-Vdp+8dT <dE_,
Unter isothermen und isobaren Bedingungen sind dp = 0 und d7=0. Es folgt
Glg. 6.2.21

dG <dE,,

Wenn das System Arbeit leistet, ist dEex negativ und vom Betrag kleiner als dG. Damit quantifiziert dG die
Fahigkeit Arbeit zu leisten, solange 7 und p konstant sind.

Falls dem System keine Energie zugefiihrt oder entnommen wird, gilt

Glg. 6.2.22
dG <0

Hier besteht das Vorverstindnis, dass mit einem totalen Differential dG immer ein (dG),, gemeint sein soll.

Auch wenn das fiir reale Prozesse nicht immer angemessen ist, stellt man in der Didaktik der Physikali-

t 145

schen Chemie isotherme und isobare Prozesse in den Mittelpunk Fiir isotherm-isobare Prozesse strebt G

zum Minimum.

In den interessanten Prozessen gibt es (mindestens) einen weiteren externen Parameter auBBer Tempera-
tur und Druck. Wenn es sich um eine Reaktion handelt, konnte der externe Parameter die Menge des gebil-
deten Produkts sein. Dann strebt — wenn die Reaktion isotherm und isobar ablduft — die Gibbssche Freie
Enthalpie als Funktion der Mengen von Produkt und Edukt zum Minimum.

145 In der Biologie sind konstanter Druck und konstante Temperatur stets gute Annahmen. Deshalb wird die Triebkraft von Prozes-
sen dort immer anhand von AG abgeschétzt.
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Merke

— Wenn man sich fiir die Betrachtung der Gleichgewichtsbedingung auf das System zuriickziechen mochte

(will sagen, wenn man die Umgebung nicht explizit behandeln will), muss man von der maximalen Entro-

pie von System und Umgebung auf andere Gréen umrechnen.

— Das System (alleine) minimiert im Gleichgewicht

- die Freie Energie 4 = U — T fiir konstantes Volumen und konstante Temperatur
- die Freie Enthalpie G = U + pV — TS fiir konstanten Druck und konstante Temperatur.

— Prozesse sind spontan, wenn gilt AG = AH — TAS <0

6.2.6  Beispiele, die Wasserstoff-Brennstoffzelle

Wir besprechen im Folgenden einige Beispielen, die den Nutzen des Formalismus illustrieren sollen.
Abb. 6.4A skizziert zundchst das Beispiel aus Abschnitt 6.2.3. Das System steht im hydrostatischen Gleich-
gewicht mit der Umgebung, nicht jedoch im thermischen Gleichgewicht. Nach dem Heizvorgang gilt Glg.

6.7 (es gilt: dH = dE.x).

In Abb. 6.4B ist das Heizvorgang durch eine chemischer Reaktion ersetzt worden, namlich durch die

Reaktion

1
H2 +502 —> HzO

Glg. 6.2.

23

Bei dieser Reaktion (wenn bei Raumtemperatur und Atmosphirendruck durchgefiihrt!#®) éndert sich die mo-
lare Enthalpie um AcrH© = —285.58 kJ/mol'* (,,©* fiir Standard-Bedingungen, CR fiir chemical reaction).

Beachten Sie: Die Tabellenwerke berichten die Diffe-
renz der Enthalpien, nicht die Differenz der Inneren
Energien. Zur Entropie: Die Entropie des Produkts ist
geringer als die Entropie des Edukts. Das ist plausibel,
denn das Produkt besteht aus nur einem Molekiil, das
Edukt aber aus 1.5 Molekiilen. Fiir 1.5 Molekiile wird
es in der Regel mehr Mikrozustédnde geben, als fiir ein
Molekiil. Man findet AczrS© = —163 J/(mol K). Fiir die
Differenz der Freien Enthalpien ergibt sich

ACRG_e = ACRI‘I_e — TACRSTe =-237 kJ/mol. Wie Reak-
tions-Enthalpien und Reaktions-Entropien experimen-
tell bestimmt werden, wird in Abschnitt 10.6 bespro-
chen.

In Abb. 6.4B wird die erzeugte Wirme an eine
Warmekraft-Maschine abgegeben. Weil die Verbren-
nung von H, unter isobaren Bedingungen erfolgte, muss
man die Warmemenge Q, die fiir diesen Prozess zur

A

Warmekraft-

maschine W__=nQ
| —-pdv
R
M sys \ H,+1/20, —pdV
—_ >HO =/
sys
env Yy env
Sys
—pdV
i
sal
-
H~ 2H+2e 1 H,—> 2H+2e 1+
2H"+2e 1 1/20,+ H,0 | 2H'+2e 1/20,+ H,0
env env

Abb. 6.4

Prozesse, die elektrische Arbeit involvieren.

146 Damit die Reaktion bei Raumtemperatur und Atmosphérendruck ablduft, muss ein Platinschwamm als Katalysator vorliegen. An-

sonsten ist die Aktivierungsbarriere zu hoch.
147

6.2.23. Wenn man geschrieben hitte 2 H> + O2 — 2 H>O, miisste man den Zahlenwert verdoppeln.

Die molare Enthalpie von AckH® = —285.58 kJ/mol entsteht, wenn man die stdchiometrischen Koeffizienten so wihlt wie in Glg.
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Verfiigung steht, mit AczH identifizieren. Die Warmkraft-Maschine aus Abb. 6.4B hat einen Carnot-Wir-
kungsgrad 1 < 1 und man fragt sich, ob man diesen Verlust an nutzbarer Arbeit umgehen kann. Dazu dient
die Wasserstoff-Brennstoffzelle. Dort wird die Reaktion aus Glg. 6.2.23 zerlegt in die beiden Halbreaktio-

nen148

Glg. 6.2.24
H, & 2H" +2¢” a)

2H" +2e” +%O2 < H,0 b)

In Abb. 6.4C wird die freigewordene Energie an einen elektrischen Verbraucher abgegeben. Diese Reaktion
ist bei isothermen und isobaren Randbedingungen gefiihrt worden. Deshalb nimmt der Verbraucher (giins-
tigstenfalls) eine Energie 237 kJ pro Mol erzeugtem Wasser entgegen. 237 kJ/mol ist die Freie Reaktions-
enthalpie, AckG®.

Die Leistung, welche die Brennstoffzelle an den Verbraucher abgibt, ist das Produkt von Spannung und
Strom @/. Der Strom / ergibt sich aus dem Ladungsiibertrag an die Elektroden, dg iiber die Relation:

Glg. 6.2.25

1="1=_2¢N, dnysy.
dt d¢

Die Spannung ¢ ist (bestenfalls) die Gleichgewichts-Spannung der Wasserstoff-Brennstoffzelle. Diesen
Wert leiten wir im Folgenden her. Dazu betrachten wir die Abb. 6.4D. Dort gibt es keinen externen Ver-
braucher. Stattdessen laden die beiden Elektroden einen Kondensator auf. Wenn die Spannung am Konden-
sator die Gleichgewichts-Spannung erreicht hat, kommt die Elektroden-Reaktion zum Stillstand. Dieses
Gleichgewicht ist erreicht, wenn die Ableitung der Freien Enthalpie nach der Stoffmenge von HO ver-
schwindet. Dann ist Gy minimal. Es gilt:

CAp
dny, o7

Fir dGy schreiben wir:

Glg. 6.2.26

B Glg. 6.2.27
dG,, = edg + A, Gdny,,

@dg ist eine ,,externe* Energie im Sinne des Subskripts ,,ext“ aus Abschnitt 6.2.6. AckGdnmo ist eine Bei-
trag zur freien Enthalpie des Systems. In Glg. 6.2.24 sind die Stoffmenge » und die Ladung ¢ gekoppelt.
Die Ladung ist keine unabhéngige Variable. Es gilt:

Glg. 6.2.28
dg = -2eN ,dny,, = -2Fdn,,

148 Das <> in der Formel sollte eigentlich ein = sein. Der Formel-Editor kennt leider den Doppelpfeil fiir Reaktionsgleichgewichte

nicht.
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Pro Mol Umsatz werden 2N, Elementarladungen auf die Elektroden {ibertragen. Das Produkt N4e (mit
e=1.6x10"" C der Elementarladung) trigt den Namen Faraday-Konstante. Das Symbol fiir die Faraday-
Konstante ist meist . Der Wert ist /= 96 485 C/mol. Es ergibt sich

Glg. 6.2.29
dG,, = ¢dg + AGdny,, = (2F¢—A,G)dny,, =0
Mit AcrG = —237 kJ/mol ergibt sich
- Glg. 6.2.30
A G
< 2xY 103y
2F

1.23 V ist die Gleichgewichts-Zellspannung der Wasserstoff-Brennstoffzelle (bei 7= 298.15 K und
p =1 bar). Wenn man (filschlicherweise) statt AckH = —248 kJ/mol eingesetzt hitte, hiitte man als die
Zellspannung den Wert 1.48 V erhalten.

Die Brennstoffzelle als Energiewandler (chemische Energie — elektrische Energie) ist giinstiger als die
Warmekraft-Maschine, weil sie die Carnot-Effizienz umgeht. Aber auch die Brennstoffzelle kann nicht die
Summe aller Entropien senken. Fiir die Warmekraft-Maschine folgt aus der Forderung AS,,; > 0 die Carnot-
Effizienz (n = AT/T). Aus derselben Forderung folgt fiir die Brennstoffzelle, dass bei der Berechnung der
Gleichgewichts-Spannung von der Freien Reaktions-Enthalpie Ack GO ausgegangen werden muss, nicht von
der Reaktions-Enthalpie Ack H©. Man verliert also auch hier aus Entropie-Griinden einen Faktor
1.23/1.48 = 0.83.1%

Der Vergleich zwischen Brennstoffzelle und Carnot-Maschine ist besonders instruktiv, wenn man hohe
Temperaturen betrachtet. Brennstoffzellen betreibt man gerne bei hohen Temperaturen, weil es dort einfa-
cher ist, die Teilreaktion b) aus Glg. 6.2.24 zu katalysieren und weil die Katalysatoren weniger schnell ver-
giftet werden. Damit verschiebt sich aber das Gleichgewicht hin zu den Edukten, denn diese haben die ho-
here Entropie. Man kann den Sachverhalt auch mathematisch in die Gleichung AckG® = Ack HO — TAcrS©
fassen. Weil der Entropie-Term negativ ist, sinkt die Triebkraft fiir die Reaktion mit steigender Temperatur.
(Ein dhnliches Problem wird uns Kapitel 10.6 im Zusammenhang mit der Ammoniak-Synthese begegnen.)
Wenn man hohe Temperaturen zur Verfiigung hat, steigt aber der Carnot-Wirkungsgrad fiir die Verbren-
nung. Es gilt N = (Thot — Teota)/ Thot, Wwobei angenommen wird, dass 7.z in etwa Raumtemperatur sei und
bleibe. Ab etwa 1000°C arbeitet aus rein thermodynamischer Sicht (also ohne die irreversiblen Verluste zu
betrachten) die Carnot-Maschine effizienter als die Brennstoffzelle.

Die Brennstoffzelle erzeugt Strom aus Wasserstoff. Der inverse Prozess (die elektrolytische Wasser-
spaltung) ist technisch ebenso bedeutsam. Folgend der gleichen Mathematik, muss man eine Spannung von
mindestens 1.23 V anlegen, um Wasserstoff zu bilden. An dieser Stelle arbeitet die Entropie in der
giinstigen Richtung. Man muss nur 1.23 V anlegen, statt 1.48 V und die Betriebsspannung sinkt weiter,
wenn man die Temperatur erhéht. Die Entropie fordert die Reaktion, weil die Produkte (Hz + 1/2 O») eine
hohere Entropie haben als das Edukt (H>O). Wenn man Prozess-Wérme zur Verfligung hat (z.B. aus einer

149 Reale Brennstoffzellen arbeiten nicht reversibel. Insbesondere die Teilreaktion b) in Glg. 6.2.24 ist kinetisch inhibiert. Deshalb
liegt die Betriebsspannung in der Gréf3enordnung von 0.7 V (statt 1.23 V). Wenn man mit der Effizienz von Gasturbinen verglei-
chen will, muss man den Quotienten 0.7 V / 1.48 V = 0.47 bilden. Diesen Wirkungsgrad erreichen moderne Gasturbinen auch.
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industriellen Anlage), kann man diese Energie verwenden, um die Zellspannung fiir die Elektrolyse zu
senken. !5

Merke
— Fiir isotherme und isobare Bedingungen ist die maximale Arbeit, die man einem Prozess entziehen kann,
gegeben durch AG.

6.2.7 Die thermodynamischen Potentiale im Uberblick

Dieses Kapitel liegt inhaltlich eng am vorherigen Kapitel. Die Inhalte werden nochmals kompakt aus-
formuliert und geordnet.

Man errechnet alle Gleichgewichts-Eigenschaften eines Systems aus den thermodynamischen Potentia-
len und ihrer Abhingigkeit von den System-Parametern. Beispiele folgen weiter unten und in den spiteren
Kapiteln. Sobald die Freie Energie 4 oder die Freie Enthalpie G und ihre Abhédngigkeit von Druck, Tempe-
ratur, ... bekannt sind, sind die Gleichgewichtseigenschaften des Systems bekannt.'*! Im folgende ist dEex
stets als Null genommen (keine externen Beitrdge zur Energiebilanz).

Die vier thermodynamischen Potentiale sind
Die Innere Energie U(S, V)

Die Enthalpie H(S, p) = U+ pV

— Die Freie Energie A(T, V)=U-TS

Die Freie Enthalpie G(p, T) = U +pV-TS

Diese Potentiale sind in Abb. 6.5 rot in den Quadraten genannt, wobei diese Abbildung fiir die Freie Energie
F statt 4 schreibt. Die zugehorigen totalen Differentiale sind

Glg. 6.2.31
dU = TdS — pdV
dH =T7dS +Vdp
d4 =-8dT — pdV
dG =-8dT +Vdp

Dieser Satz von Gleichungen fiihrt auch den Namen ,,Fundamental-Gleichungen®. Die ,,Gibbsschen Funda-
mental-Gleichungen* (Glg. 8.4.2) beriicksichtigen auch noch eine Anderung der Stoffmenge (,,dn,* mit J
dem Index fiir die Spezies) und die korrespondierenden chemischen Potentiale p,. Auf solchen ,,offenen‘
Systeme kommen wir in Abschnitt 9 zuriick.

Die Innere Energie ist konstant, wenn
— keine Wérme ausgetauscht wird und das Volumen konstant bleiben (adiabatische und isochore Randbe-
dingungen), und wenn

— es keine anderen Quellen der Energie (wie z.B. chemische Reaktionen) gibt.

150 Es wird manchmal argumentiert dahingehend, dass die Gesamtenthalpie fiir die Wasserspaltung einen Anteil aus der Verdamp-
fung habe. Die Prozesswirme bringe die Verdampfungsenthalpie auf und leiste so einen Beitrag zur Wasserspaltung. Warum ist
dies Argument nicht stichhaltig? Wie groB ist AvapG am Siedepunkt?

151 Es wurde in Abschnitt 2.1 gesagt, dass die Quantenmechanik die Thermodynamik einfacher macht insofern, als die Mikrozu-
stinde diskret und abzéhlbar sind. Die Entropie kann deshalb als S = ks InQ absolut definiert werden. Bei der freien Energie tritt
eine dhnlich gilinstige Situation ein. Es gilt 4 = —ks7T In Q mit Q = Zexp(—¢i/(ksT)) der ,,Zustandssumme* und den &i den Energien
der Mikrozusténde relativ zum Grundzustand. Auch an dieser Stelle kann man die makroskopische und mikroskopische (quanten-
mechanische) Beschreibung von Systemen im Gleichgewicht in recht iibersichtlicher Weise verbinden.
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Analoge Aussagen kann man fiir alle anderen Potentiale treffen, wobei man Entropie und Volumen
durch die Parameter ersetzt, die als Differentiale rechts in Glg. 6.2.31 notiert sind. Beachten Sie: In den inte-
ressanten Féllen gibt es andere Energie-Quellen. Man kann sich dann bei Verwendung der geeigneten Po-
tentiale mit nur diesen Energien befassen.

Gemal Glg. 6.2.31 kann man die Temperatur errechnen als

Glg. 6.2.32
;_0U _oH

B

An dieser Stelle begegnen Sie der zentralen FuBangel. U und H sind ganz zweifelsohne verschiedene Funk-
tionen. Wie kann es sein, dass dann die Ableitungen von U und H nach der Temperatur immer gleich sein
sollen? Und falls es so ist: Warum braucht man dann zwei verschiedene Funktionen U und H? Wer sich das
fragt, hat sich in der Kiirze der Notation verfangen. Genauer wire gewesen

-(2)42)

Dies und nichts anderes ist mit Glg. 6.2.32 gemeint. Die beiden Ableitungen erfolgen bei verschiedenen
konstant gehaltenen anderen Groflen. U und H wurden so konstruiert, dass die so definierten partiellen Ab-
leitungen beide die Temperatur ergeben. Zur Schreibweise: In diesem Skript wird die partielle Ableitung mit
einem runden O notiert, wenn klar sein soll, welche andere Variablen konstant gehalten werden.

Glg. 6.2.33

Man errechnet 7, S, p und V' geméif

Glg. 6.2.34
p_oU _oi
oS oS
__o4__ oG
or  orT
__ou__ o
ov. oV
y_OH _0oG
op Op

Wir sind zur kompakten Notation zuriickgekehrt. Mit dieser Kenntnis, kann man sich — bekanntes 4 voraus-
gesetzt — aus A4 die Innere Energie U errechnen gemal:
Glg. 6.2.35

U=da+TS=a-1A4
oT

Wenn man A(V,T) oder G(p,T) kennt, kann man auch die anderen Potentiale errechnen.

Wir sind in Schwung und berechnen die isotherme Kompressibilitét k7 (Glg. 3.1.8), den isobaren ther-
mischen Expansionskoeffizienten o, (Glg. 3.1.11) sowie die Warmekapazititen Cy und C, aus den thermo-
dynamischen Potentialen. Die isotherme Kompressibilitit errechnet sich als

&9



Glg. 6.2.36

1(dv 1 8°G
"V W), TG
p ), 9G op

op

Achtung: In dieser — auf den ersten Blick — einfachen Rechnung wurde das Potential, von dem aus die Rech-
nung startete, geschickt gewdhlt. Man muss mit entweder H oder G arbeiten, um das Volumen als eine Ab-
leitung des Potentials nach dem Druck zu errechnen. Wenn man G wihlt, kann man ohne weiteres voran-
schreiten und die zweite Ableitung bilden. Andernfalls hitte man schreiben miissen

o Lfdr) __ 1l [d[dH
"ovldp ), OH\dp\dp ) )

op

Glg. 6.2.37

Das kann man so rechnen, aber es ist unorthodox und kann schnell zu Missverstindnissen fithren. Der Weg
der Tugend ist es, von Anfang an das glinstige Potential zu wéhlen. Es sei nochmals auf den Unterschied
zwischen Glg. 6.2.36 und Glg. 3.1.8 hingewiesen. Glg. 3.1.8 gilt nur fiir das ideale Gase. Glg. 6.2.36 gilt fiir
alle Stoffe im thermodynamischen Gleichgewicht. Natiirlich verlangt die Anwendung die Kenntnis der
Funktion G(p,T).

Der isobare thermische Expansionskoeffizient errechnet sich als

o __lid_Vj __ 1 o6
v~ y\dr),  9G apetr

op

Glg. 6.2.38

Bei obigen Berechnungen von krund o, trat in beiden Féllen eine zweite Ableitung eines thermodyna-
mischen Potentials auf. Solche zweiten Ableitungen tauchen hiufig auf. Auf diese zwei-

ten Ableitungen kommen wir in Abschnitt 6.3 zuriick. Slulv
Die Wiarmekapazitit bei konstantem Volumen errechnet sich als
Glg. 6.2.39 H F
oU
C, =—
oT PG| T
Beachten Sie: Konstantes Volumen ist mit der Verwendung von U impliziert. Die Wir- Abb. 6.5
mekapazitit bei konstantem Druck errechnet sich als Das Guggenheim-
Glg. 6.2.40 | Quadrat
P g 0.£ en.wikipe-
— ﬂ dia.org/wiki/Thermo-
raT dynamic_square

Konstanter Druck ist durch die Verwendung von H impliziert. Wir stoen hier auf den
Umstand, dass es zwei verschiedene Warmekapazitdten gibt. Auf diesen Unterschied gehen wir in Abschnitt
7.6 ndher ein.

Die thermodynamischen Potentiale werden im Guggenheim-Quadrat diagrammatisch zusammengefasst
(Abb. 6.5). Die Anwendung dieses Schemas macht man sich am besten klar, indem man es neben Glg.
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6.2.31 und Glg. 6.2.34 hilt. Natiirlich gibt es Merksitze.'>? Leider sind diese alle nicht so richtig schlau.
AuBerdem ist nicht klar, ob man die Merksitze zeilenweise oder im Kreis (im Uhrzeigersinn?) abarbeiten
soll. Da kann man sich auch die Formeln selber merken.

Eine Randbemerkung: Wir hatten am Anfang der Vorlesung die Entropie in den Mittelpunkt der Diskus-
sion gestellt, dann aber das ideale Gasgesetz nicht aus der Entropie begriindet sondern aus der kinetischen
Gastheorie (Abschnitt 3.2). Die Herleitung des idealen Gasgesetzes aus der Entropie konnen wir jetzt nach-
holen. Es gilt

o) A5) ), orlllomie3)

RSy = RT
av v

Glg. 6.2.41

Im dritten Schritt wurde die Sackur-Tetrode-Gleichung benutzt (Glg. 5.6.1).

Merke
— Wenn A(T,V,...) oder G(T,p,...) bekannt sind, kann man aus dieser Kenntnis alle anderen thermodynami-
schen Grofien durch diverse Ableitungen erschliefSen.

6.3  Mathematische Werkzeuge

Im Folgenden werden Rechenregeln und formale Verfahren aufgesammelt, die z.T. schon an anderer
Stelle erwahnt worden sind und die z.T. vermutlich in anderer Form schon bekannt sind. Ausnahme: Die
Besprechung der Gibbs-Duhem-Formel wird verschoben auf den Zeitpunkt, zu dem das Beispiel eingefiihrt
ist (Abschnitt 9.2).

6.3.1 Produkt-Regel

Gehe aus von der bekannten Produktregel (f-g)' = f"-g + fg’. Wir wechseln die Variablen (f,g — p,V)
und schreiben aus als

Glg. 6.3.1
d(p-V) =d—pV+ dv

a  a  Tar

Man hétte statt nach ¢ auch nach x oder nach irgendeiner anderen Variablen ableiten konnen, welche den Pro-
zess steuert. Um unabhingig von dieser Variablen zu werden, kiirzt man formal durch dx und geht zu den
totalen Differentialen iiber:

Glg. 6.3.2
d(p-V)= Vdp + pdV

6.3.2 Kettenregel fiir Funktionen von mehreren Variablen

Sei U eine Funktion von S und 7 und seien S und T wiederum Funktionen der Zeit. Die Innere Energie
héngt dann indirekt von der Zeit ab und sie tut das auf zwei Wegen. Es gilt

152 7 B. ,,Schon unter Varus hatten frither/alle praktische(n) Germanen Taschenrechner*
Ein ganzer Strauf} davon in Wikipedia, de.wikipedia.org/wiki/Guggenheim-Quadrat
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W_(8) ds (4] &
dt ds ), dt dv ) dt
Man muss also erstens die partiellen Ableitungen bilden und zweitens

nachdifferenzieren, so wie die Kettenregel es verlangt. Wir kiirzen erneut
durch df und erhalten

dU:(d_Uj dS+(d—U) ar
ds ), dv ),

Glg. 6.3.4

Die Subskripte stellen klar, welche Variablen konstant bleiben sollen.
Abb. 6.6 soll illustrieren, warum diese Angabe notwendig ist.

Normalerweise ist U eine Funktion der kanonischen Variablen S und
V, mit der Folge dass gilt dU = TdS — pdV. So ist es normalerweise, aber
man kann es auch anders machen. Der Satz von Gleichungen unten stellt
den kanonische Formulierungen die nicht-kanonischen Formulierungen
fiir die Potentiale U und H gegeniiber:

Glg.
kanonisch nicht kanonisch 6.3.5
dU =TdS — pdV dU =C,dT +n,dV
dH =T7dS +Vdp dH:deT+sdp

Glg. 6.3.3

=
O)@/?
=

Isotherme

Abb. 6.6

Wenn eine Funktion von mehreren Variab-
len abhéngt, muss bei der Ableitung nach
einer Variablen stets klar sein, welche an-
deren Variablen (oder welche Kombinatio-
nen anderer Variablen) konstant bleiben.

In diesem Beispiel konnte die konstant ge-
haltene Variable V sein, es konnte aber
auch T'sein. Ob V oder T konstant gehalten
werden, macht einen Unterschied.

7y = (dU/dV)rist der innere Druck (Abschnitt 6.4). Der innere Druck ist ungleich dem Druck. &= (dH/dp)r
ist der isotherme Drosselkoeffizient (Abschnitt 7.8). Wie man sieht, hat auch die nicht-kanonische Formulie-

rung ihren Sinn.

6.3.3  Wechsel zwischen verschiedenen konstant gehaltenen Variablen

Der Anschaulichkeit halber betrachten wir in dem folgenden Beispiel eine Funktion T (eine Temperatur)
als Funktion der Zeit ¢ (morgens steigt die Temperatur) und des Breitengrads B (im Siiden ist es wéirmer).
Der Beobachter sitze unbewegt auf einem Schiff, welches nach Siiden fahrt. Unbewegt soll heil3en, dass
seine Position x relativ zum Schiff konstant bleibt. Wir betrachten diesen Fahrgast aus der Ferne und fragen

uns, wie schnell es ihm warm wird. Das berechnen wir wie folgt

(o) () (@)@,

Glg. 63.6

Der letzte Term rechts ist die Geschwindigkeit, mit der das Schiff nach Siiden fahrt. Diese Gleichung wird

in Abschnitt 6.4 angesetzt werden, wobei die Variablen der Fragestellung angepasst werden.
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6.3.4 Der Inverter

Seien gegeben eine Funktion y(x) und deren Umkehrfunktion x(y). Achtung: Die Umkehrfunktion von
(x) — auch y~(x) genannt — ist nicht 1/y(x). Zum Beispiel ist die Umkehr-Funktion von sin(x) auf dem Inter-

vall [-mt,7t] geben als arcsin(x), nicht 1/sin(x). Siehe dazu auch Abb. 6.7 Die Inverter-Regel besagt, dass
Glg. 6.3.7

dx J

(gj __
dy Yo(x) (dyj

Das macht man sich am besten anhand des Umstands klar, dass der Differential-Quotient der Limes des Dif-
ferenzen-Quotienten ist:

Glg. 6.3.8
dx . [ Ax 1
o) W) T 7a
Ay—0
Y () 4 wiw)  lIm 2
A0\ Ax 0
v bei v = 0.6 Abb. 6.7
2 Hdybety =5 ) Die Ableitung einer inversen Funktion x(y) an einer
i dy/dx bei x =0.7 . , . ..
x = arcsin(y) / / Stelle y ist gegeben als 1/y'(x) mit y(x) der Original-
1 G Funktion.
y = sin(x) Es sind die Funktion und die inverse Funktion blau bzw.
: 0 1z rot gezeichnet. Die Rollen von x und y vertauschen sich
Py dabei. Falls Sie schwarz/wei3 ausgedruckt haben, kon-
)’ nen Sie die Zuordnung der Achsenbeschriftung zu den
-1 Funktionen schlecht erkennen.
2
-2 -1 0 1 2
Xy

6.3.5 Vertauschbarkeit der gemischten zweiten Ableitungen, Maxwell-Beziehungen

Wenn feine Zustandsfunktion der unabhingigen Variablen x und y ist, vertauschen die gemischten
zweiten Ableitungen:
Glg. 6.3.9

o’'f Of
Ox0y  OyOx

Dieser ,,Satz von Schwarz* wird in Abschnitt 13.5 begriindet. Gemischte zweite Ableitungen kommen ins-
besondere als gemischte zweite Ableitungen der thermodynamischen Potentiale vor. Diese Anwendungen
des Satz von Schwarz fithren den Namen ,,Maxwell-Relationen*:

93



Glg. 6.3.10

(&) (o) ) () ) (),
o)) (e (),
i) (@) ) -ler) ) )
(&)%) 66 5

Kein Zweifel: Es bedarf einer gewissen positiven Grundeinstellung, um diesen Apparat geniefen zu konnen.
Es mag sich jeder eine eigene Meinung bilden, ob die folgende Darstellung hilfreicher ist:

a7y o'U _o'U _ (dp
(Wl T oves  osav _(Ejy
dT\ o°H o'H (dV
(@l " poS  oSop (El
dp) 4 4 (dS
_(Ejy T orev  over _(WJT

(57, 57w
dr ), 0oTdp opdT dp ),

Eine der Maxwell-Bezichungen wird in Abschnitt 6.4 benutzt werden.

Glg. 6.3.11

6.4 Der innere Druck des van-der-Waals-Gases

Das vdW-Gas unterscheidet sich vom idealen Gas durch — erstens — das Eigenvolumen der Molekiile
(die betreffende molare GroBe heiBt ) und durch — zweitens — den sogenannten Kohdisionsdruck a/V>.
Grundsitzlich ist der Kohésionsdruck zu unterscheiden von dem ,,inneren Druck®, w7 (synonym zu ,,Binnen-
druck®). mrist definiert als

= (42)
T lar ),

Achtung: 77 ist mitnichten gleich oU/OV. ,,0U/0V* ist zu verstehen als (dU/dV)s, denn die ,,kanonischen Va-
riablen” zu Usind Sund V. .

Glg. 6.4.1

Beachten Sie zunéchst, dass der innere Druck des idealen Gases null ist. Die Innere Energie ist
U =3/2 RT und héngt damit nicht vom Volumen ab. Das ist vom mikroskopischen Standpunkt her insofern
plausibel, als das ideale Gas keine Wechselwirkungen kennt. Die Energie ist deshalb nicht davon abhéngig,
wie nahe sich die Partikel kommen. Der einzige Beitrag zur Inneren Energie ist die kinetische Energie. Das
vdW-Gas kennt aber Wechselwirkungen und deshalb ist der innere Druck ungleich null. Eine Rechnung
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zeigt, dass nr definiert wie in Glg. 6.4.1 den Wert a/V? annimmt. Der innere Druck ist gleich dem Kohési-
onsdruck. Diese Rechnung wird im Folgenden vorgefiihrt.

Wir bringen zunédchst eine Umrechnung von Ableitungen geméfl Abschnitt 6.3.3 zum Ansatz:

Glg. 6.4.2
! dv ), dav ) \dS ), \dV ), 0 os\dVv ),

Im dritten Schritt wurde lediglich die Schreibweise geéndert. Wir bringen nun mehrfach die Fundamental-
Gleichungen (Glg. 6.2.31 und Glg. 6.2.34) zum Ansatz:

Glg. 6.4.3
ou oU/(dS ds d dA4
n,=—+—| — | =—p+T|—| =—p+T|—| ——
oV oS\dV ), drv ), dry\ dr)),
Weil 4 eine Zustandsgrofe ist, darf man die Reihenfolge der gemischten Ableitungen vertauschen:
Glg. 6.4.4
d(d4
R
dar\drv)),
Wir benutzen erneut die Fundamental-Gleichungen
Glg. 6.4.5
dp
n,=—p+T|—
T p ( d T)V
Wir setzen fiir p das vdW-Gesetz an:
Glg. 6.4.6
RT a d ( RT a
TCT = — _——_—2 +T —_— _——_—2
V-b V dr\v-o V<)),
Ausfiihren der Differentiation fiithrt zum Ziel:
Glg. 6.4.7
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7 Kalorimetrie und Thermochemie
7.1  Allgemeines

In der Kalorimetrie werden Warmemengen erfasst. Diese Wérme kann elektrisch zugefiihrt werden und
zu einer Temperatur-Erhohung oder zu Phasentibergéngen fithren. Die Wérme kann auch in der Probe ent-
stehen, z.B. durch Reaktionen oder durch Adsorption. Weil die Messung meist unter isobaren Bedingungen
erfolgt, werden Anderungen der Enthalpie bestimmt (AH oder dH/dT statt AU oder dU/dT).

Ein paar Bemerkungen zur Relevanz:

— In Abschnitt 6.2.5 wurde berichtet, dass die thermodynamische Triebkraft fiir isobar-isotherm ablaufende
Prozesse die Grofie AprozessG = AprozessH — TAprozessS ist. Diese Triebkraft kann man kalorimetrisch bestim-
men (Abschnitt 7.2).

— Kalorimetrie ist oft ein einfacher Weg, um die Schmelztemperatur(en) und die Glastemperatur(en) von
Materialien, Materialgemischen und Materialgemengen zu bestimmen (Abschnitt 7.3).

— Die meisten Phaseniibergiinge sind Ordnungs-Unordnungs-Ubergiinge. Ordnung kann man — wenn man
will — anhand der Entropie quantifizieren und die betreffenden Ubergangsentropien kann man messen
(Abschnitt 7.9).

— Die mittlere thermische Energie von Molekiilen ist in etwa 1/2 kg7 (Abschnitt 3.1.4), wobei ,,in etwa“ da-
rauf Riicksicht nimmt, dass es verschiedene Freiheitsgrade gibt. Der Begriff des Freiheitsgrades wird in
Abschnitt 7.6 prézisiert. Die effektive Anzahl der Freiheitsgrade kann kalorimetrisch bestimmt werden.

— Unter Zuhilfenahme des Begriffs der Freiheitsgrade kann man die Lage der Adiabaten im pV-Diagramm
verstehen (Abschnitt 7.7)

— Nachdem die spezifische Warme bei konstantem Druck eingefiihrt ist und nachdem die formale Thermo-
dynamik aufgefahren wurde, kann man besprechen, wie die meisten Kiihlschranke funktionieren (Ab-
schnitt 7.8).

7.2 Bestimmung der thermodynamischen Triebkraft

Die Triebkraft fiir isobar-isotherm ablaufende Prozesse ist die Grofie AprozessG. Oft gibt es aber Energie-
Landschaften wie in Abb. 7.1 gezeigt, die bewirken, dass der Prozess kinetisch inhibiert ist. Der Endzustand
wird nicht erreicht, weil der Ubergangszustand oder die Ubergangszustiinde ein hohe freie Enthalpie haben.
Bisweilen stellt sich die Frage, ob fiir einen bestimmten Prozess (z.B. eine Reaktion) eine thermodynamische
Triebkraft iiberhaupt existiert und, falls ja, wie grof sie ist. Den Ubergangszustand kann man méglicher-
weise mit Katalysatoren umgehen, aber kein Katalysator dieser Welt kann einen Prozess herbeifiihren, der
keine Triebkraft hat.!>® Die Triebkraft kann man grundsitzlich kalorimetrisch bestimmen wie in Abb. 7.2
skizziert. Die Triebkraft kann man keinesfalls direkt aus der Kinetik erschlieSen.

Ein Kalorimeter enthélt meist eine elektrische Heizung (seltener: eine Heizung und eine Kiihlung) und
ein oder mehrere Thermometer. Kalorimeter arbeiten adiabatisch (60 = 0). Wenn sie das wirklich tun, ist
die Anderung der Enthalpie gleich der zugefiihrten elektrischen Arbeit. Ein Problem bei der Konstruktion
von Kalorimetern ist die Kontrolle des Warmestroms zwischen Probe und Umgebung. Um diesen gering zu
halten, kann man die Wand gut isolieren (z.B. durch Verwendung eines Dewar-Gefal3es) oder man kann {iber
eine elektronische Regelung dafiir Sorge tragen, dass die Wand stets dieselbe Temperatur hat wie die Probe.

153 Enzyme fiihren bisweilen Reaktionen mit positivem AG herbei, indem sie die nicht-spontane Reaktion an eine andere, spontane
Reaktion koppeln in der Weise, dass beide Prozesse gemeinsam negatives AG haben. Der spontane Prozess ist dabei oft die Re-
aktion ATP — ADP + Pi. Pi steht fiir anorganisches Phosphat.
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Bei einem speziellen Typ von Kalorimetern heizt oder kiihlt man so schnell, dass keine Zeit zum Austausch
von Wirme bleibt. Schnelle Prozesse sind oft adiabatische Prozesse.

Wenn man solche Messungen sorgfiltig tiber alle Temperaturen von T = 0 bis zur interessierenden Tem-
peratur durchfiihrt, kann man die absolute Enthalpie und die absolute Entropie (und damit auch die absolute
Freie Enthalpie) gewinnen (Abb. 7.2). Die absolute Enthalpie eines Gases bei einer Temperatur 7* ist gege-
ben als

Glg. 7.2.1
T _ fus T _vap T*
H(T*)= [ CdT+A, H+ [ CdT+A, H+ [ C,dT
0 T _ fus T _vap

Das Subskript fiss (von englisch ,,fuse®) steht fiir das Schmelzen. C, ist die Warmekapazitit bei konstantem
Druck (Abschnitt 7.6). Fiir eine Flissigkeit féllt die Verdampfung natiirlich weg. Falls es weitere Phasen-
iiberginge gibt (wie z.B. suprafluid — normal fliissig, Kristall-Umwandlungen, fliissig-kristallin — isotrop),
miissen diese Ubergangswirmen mit einbezogen werden. Die Formel fiir die Entropie ist analog zu Glg.
7.2.1, wobei C, durch C,/T ersetzt wird und AH durch AS ersetzt wird

Zwei Bemerkungen zu Abb. 7.2:

— Man konnte in Abb. 7.2 die Nullpunkte der y-Achsen zu den Werten bei 7= 0 setzen. Fiir die Entropie
wiirde dies der starken Form des Dritten Hauptsatzes entsprechen. Oft verankert man aber die Skalen bei
bestimmten Standard-Zustidnden. Fiir die Bildung der Differenzen AprozessH T Und AprozessS spielt der Null-
punkt der Skalen keine Rolle.

— Die Ubergangsentropien in Abb. 7.2 errechnet man aus den Ubergangsenthalpien gemiB AwS = AuH/ Ty
(siche Glg. 7.9.6).

G .
; . H - . ~
Ubergangszustand Q A’“\W % A'“S\S A4S
T, s Tvap T Tns Tvap T
H S
Tms Tvap T Tms Tvap T
Abb. 7.2
Prozessfortschritt Die Triebkraft ﬁ'lr"Prqzesse kagn man —
zumindest grundsétzlich — ermitteln, indem man
Abb. 7.1 von T = 0 startend auftheizt und den Warmefluss
Wenn fiir einen Prozess (z.B. eine Phasenumwand- in die Probe misst. Aus der Integration von Q
lung oder eine chemische Reaktion) AG negativ ist, folgt H(T) Aus der Integration von Q/T folgt S(T).
gibt es eine thermodynamische Triebkraft fiir diesen Die y-Achsen zeigen keine Nullpunkte, weil es
Prozess. Der Prozess mag gleich wohl inhibiert sein, verschiedene Konventionen gibt. Aus H(7) und
wenn der Ubergangszustand hohe Freie Enthalpie S(T) errechnet man G(T) = H(T) — TS(T). Die
hat. Differenz in G zwischen zwei Zustdnden ist die

Triebkraft AG fiir den Ubergang zwischen diesen
beiden Zusténden. (Abb. 7.1).
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7.3 Differential Scanning Calorimetry (DSC)

Die in Abb. 7.2 skizzierten Messungen sind langwierig. Genaue absolute Enthalpien und Entropien sind
aber oft nicht das eigentliche Ziel der kalorimetrischen Messung. Oft interessiert man sich fiir die Anderun-
gen der Wiirmekapazititen bei bestimmten Temperaturen und weiterhin fiir die Ubergangs-Temperaturen
und die Ubergangs-Enthalpien. Diese Messungen fiihrt man auch an Gemischen oder Gemengen durch, wo-
bei ,,Gemenge* nicht perfekt durchmischt sind. Wenn das Gemenge noch heterogen ist, erkennt man dies in
der Kalorimetrie an der Vielzahl der verschiedenen Ubergiinge in den verschiedenen Kornern oder Berei-
chen. Man erhilt so mit relativ wenig Aufwand einen ersten Uberblick iiber das Phasenverhalten.

Die Methode der Wahl ist die sogenannte Dynamische Differenzialkalorimetrie (englisch: ,,Differential
Scanning Calorimetry*, DSC). Dieses Gerit ist in Abb. 7.3 dargestellt. Man versucht bei der DSC nicht,
den Warmefluss zur Umgebung zu eliminieren, sondern baut die Zelle symmetrisch aus zwei Pfannen auf.
Die beiden Pfannen enthalten die Referenz-Probe und die Probe. Man geht davon aus, dass der Warme-
Ubertrag an die Umgebung auf beiden Seiten gleich ablduft. Man unterwirft Probe und Referenz der glei-
chen Temperatur-Rampe und normiert den Warmestrom in die Probe auf den Warmestrom in die Referenz.
Die Probenmengen miissen klein sein (wenige Gramm), damit ein guter Warmeiibertrag von der Pfanne in
die Probe gewéhrleistet ist.

Abb. 7.4 zeigt ein typisches Ergebnis. Dieses Kalorimetrie-Diagramm wurde an einem teilkristallinen
Polymer erhalten. Es handelt sich um eine Autheizkurve. Aufgenommene Wirme ("Q", ,»Endo® fiir aufge-
nommen) als Funktion der Temperatur ist nach oben gezeichnet. Weil die Heizrate konstant ist, ist abseits
der Phaseniibergiinge Q proportional zur Wiarmekapazitit. Abb. 7.4 kann man auch ohne formale Thermo-
dynamik gut verstehen:

— Bei 150°C sieht man die ,,Glas-Stufe”. An der Glasstufe steigt die Warmekapazitét, weil in der unter-
kiihlten Fliissigkeit mehr ungeordnete Bewegung stattfindet als im Glas, mithin auch mehr Energie in die-
ser Bewegung enthalten sein kann. Wenn man eine unterkiihlte Schmelze durch den Glaspunkt hindurch

abkiihlt, kommt es zum ,,Einfrieren* die betreffen-
den Freiheitsgrade. Welche Freiheitsgerade genau
dies sind, mag interessant sein, wird aber von der

DSC nicht ermittelt. measuring cell

— Etwas oberhalb der Glasstufe sicht man einen star- T talsratice saimiple I
ken Abfall von Q. Es handelt sich nicht etwa um Fast i) [ csteclive
einen Minimum in der Warmkapazitit. Bei dieser L LA gas
Temperatur findet eine Kristallisation statt. Die ] ‘ I riii
Kristallisation ist exotherm, senkt als also den Wir-

mefluss in die Probe. Diese Rekristallisation findet

furnace block

oft statt, weil die Kristallisation beim vorherigen with heating '@ ‘
Abkiihlen oft nicht vollstdndig ist. (Sie findet na- 2 :]
tiirlich nur bei teilkristallinen Proben statt.) purge gas

— Bei 339 °C sieht man einen zweiten Ubergang, Abb. 7.3

Ein Differentialkalorimeter
) o ) www.netzsch-thermal-analysis.com/en/products-soluti-
der vorhergehenden Kristallisation gebildet haben. ons/differential-scanning-calorimetry/dsc-214-polyma/

Das Integral iiber diesen Peak ist Ubergangs-Ent-

namlich das Aufschmelzen der Kristalle, die sich in

halpie. Die Schmelztemperatur wird recht prézis
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bestimmt, weil Kristalle beim Aufheizen so gut wie nie iiberhitzen.!>* Auch beim Schmelzen gibt es —
genau wie bei der in Abschnitt 3.3 dargestellten Verdampfung — grundsétzlich einen metastabilen Be-
reich, aber das Schmelzen setzt trotzdem in der Regel schnell ein. Deshalb spricht man oft lieber vom
,»Schmelzpunkt™ als vom ,,Kristallisationspunkt®. Die Kristallisation setzt oft verzogert ein, das Schmel-
zen eher nicht.

ParkinElmer Thermal Analysis

Differential Scanning Calorimeter (DSC)

ra
L)
]

| =
Al g Scan of Polyetheretherketone (PEEK)
| ]
£
‘ 24 | E Peak = 339°C
[ "
| @
s
g2 | (2]
£ v Thermal Melt >
=] Endotherm (Absorbs Heat)
2 20
Ea
g
=
£18-
Crystallization Peak >
Exotherm (Givez Up Heat)
15
| Paeak = 169°C
14 4
12 | + — 1 .
50 100 150 200 250 200 350 400
Temperature (“C)
Abb. 7.4

Ein typisches Kalorimetrie-Diagramm.

Es handelt sich um eine Autheizkurve. Aufgetragen ist der endotherme Warmefluss. (Wenn der exotherme Wérmefluss
aufgetragen wird, dndert sich das Vorzeichen.) Bei 150°C sieht man eine Glasstufe. Etwas hoher rekristallisiert die
Substanz, um dann bei noch hdheren Temperaturen wieder aufzuschmelzen.
www.ptli.com/testlopedia/tests/DSC-d3417.asp

Im Bereich der Kalorimetrie ist die technischen Entwicklung im Fluss. Man kann heute Kalorimetrie
auch an sehr diinnen Filmen vornehmen. Diese bringt man auf sehr diinne Substrate mit entsprechend gerin-
gen Wiarmekapazititen auf (oft Silizium-Membranen, auf die auch die betreffende Elektronik aufgebracht
wurde) und fahrt schnelle Temperatur-Rampen. Auch Adsorptionswarmen werden gemessen. Dazu kann
kolloidale Dispersionen mit einer entsprechend grolen Oberflache verwenden. Oft ist die Oberflache mit

Rezeptoren funktionalisiert.

154 Dafiir gibt es zwei Begriindungen. Zum einen liegt an der Oberfliche von Kristallen oft eine nanoskopisch diinne fliissige Schicht
vor, welche das Schmelzen nukleiert. Siehe dazu auch Fufinote 180. Ein anderer Grund ist der ,,Seneca-Effekt. Seneca sagte:
., Es wire ein Trost fiir unsere schwachen Seelen und unsere Werke, wenn alle Dinge so langsam vergehen wiirden, wie sie entste-
hen; aber wie dem so ist, das Wachstum schreitet langsam voran, wihrend der Weg zum Ruin schnell verlduft. “ Unordnung zu
schaffen, ist vergleichsweise leicht. Das hat auch Konsequenzen fiir die Kinetik von Phaseniibergidngen.
Ubrigens: Senecas Ausspruch wird oft als eine Vorahnung auf den Verfall des rémischen Reichs gedeutet. Der zog sich aber lange

hin.
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Merke
— Die DSC wird vielfach benutzt, um einen Uberblick iiber das Phasenverhalten von Materialien, Material-
gemischen oder Materialgemengen zu erhalten.

7.4 Die spezifische Wirme

. . 40 — —
Wairme als ,,Energie in ungeordneter Bromine(g) Br/odine(@) e i olinium Gd
Bewegung® ist in diesem Skript zum ersten T Chiorine.Cl, 14z
Mal bei der Behandlung der Jouleschen x Flosirte F, Afb AU
. ) g 304H, <O, aPotassium Ba ﬁn‘Tb Hg -
Experimente besprochen worden (Abschnitt £ P Zr\ff AQS%jnunMn StY Sp Rgm A, Pt P ?C‘;U
. . = ithi -
5.2). Diese Experimente haben zum Ersten 3 piatifium r - ﬁ h_Lig
. . . 2> L} u r Bl
Hauptsatz gefiihrt. Seinerzeit war der S Ngon'sArggnf -GeKr'\;;OH it WOs B
' 20 4jelium * Silicon Si - : i
Umstand, dass verschiedene Stoffe . <" Helium ¢ Silicon Si
verschiedene spezifische Warmen haben = Sesme Rk
. o @
(Cy = ncyp), eine Komplikation. Als der Erste £ TR
Hauptsatz aufgestellt wurde, musste man r i Carbon (graphite) 1
immer mit dieser Materialkonstante von AT auf = | ¢ Carbon (diamond, nonstandard state)
QO umrechnen (Q = ncpAT).
0 T T T T T T T T
Die spezifische Wirmekapazitit (auch: 0 20 40 60 80 100
spezifische Wirme)'*® von Stoffen ist zunéchst atomic number
ganz deutlich keine universelle Eigenschaft. Abb. 7.5 .
. .. . . .. Spezifische Wéarmen von verschiedenen Stoffen (vor allem von
Sie variiert zwischen den Stoffen. Sie variiert Elementen)
aber nicht sehr stark, und dies hat einen tiefe- Die Werte streuen iiber weniger als eine Dekade. Ungeordnete
ren Grund. Zunichst riicken die Werte fiir die Bewegung findet in den verschieden Stoffen in durchaus dhnlicher
. .. . Weise statt. Auch die Unterschiede kann man anhand relativ einfacher
spezifische Wiarme ganz erheblich zusammen, Argumente verstehen
wenn man sie nicht auf das Gewicht des betref- | ge. wikipedia.org/wiki/Dulong-Petit-Gesetz

fenden Stoffs normiert, sondern auf die Stoff-
menge in Finheiten von Mol. Dies ist in Abb. 7.5 geschehen. Achtung: Es wiirde auch Sinn machen, auf die
Anzahl der Atome zu normieren. Dann wéren die Werte fiir die zwei-atomigen Gase (Ha, F», etc.) nur halb
so grof} wie in der Abbildung.

Nachdem die Werte fiir die spezifische Wirme so wenig streuen,'® vermutet man, dass in den verschie-
denen Materialien dhnliche Verhiltnisse beziiglich der Energie in ungeordneter Bewegung herrschen. Es
variiert die Anzahl der Moglichkeiten fiir die ungeordnete Bewegung, aber diese Anzahl variiert nicht iiber
viele Dekaden.'’

7.5  Spezifische Wirme von Festkorpern, Regel von Dulong-Petit

In Festkorpern findet ungeordnete Bewegung vor allem in Form von Gitterschwingungen statt, wobei
auch die Schwingungen in Glisern als ,,Gitterschwingungen® gelten. Ahnlich ist es in Fliissigkeiten.

Die schwarzen Datenpunkte in Abb. 7.5 folgen der Regel von Dulong und Petit. Fiir Festkorper sind die
Anregungen (eng verwandt mit den ,,Freiheitsgraden®) im Wesentlichen die Schallwellen. Die Anzahl der

155 In diesem Skript ist die spezifische Wirme synonym mit der molaren Wirmekapazitit. In der Literatur wird auch oft auf das Ge-
wicht normiert.

156 Hier wird die Wirmekapazitiit bei tiefen Temperaturen von der Diskussion ausgenommen. Bei sehr tiefen Temperaturen nehmen
die Wirmekapazitéten stark ab, und sie tun das fiir die verschiedenen Stoffe verschieden. Diese Abnahme ist indirekt auch in Abb.
7.2 gezeigt. Siehe dazu auch Abschnitt 5.16.

157 Tiefe Temperaturen sind von diesem Argument ausgenommen, siche das Ende von Abschnitt 5.17. Dort sind die Bewegungen
eingefroren.
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moglichen Schallwellen entspricht dabei dem Dreifachen der Anzahl der Atome. Wenn die Schwingungen
lokalisiert waren (sie sind es nicht), konnte jedes Atom entlang x, y und z schwingen. Dann wére die Anzahl
der Freiheitsgrade 6 (Glg. 7.6.11). An dieser Anzahl éndert sich nichts, wenn die Bewegungen stattdessen
kooperativ erfolgen (will sagen: als Schallwellen erfolgen).

An der Anzahl der Bewegungsmdglichkeiten dndert sich auch nicht viel, wenn einzelne Bewegungen
doch eher lokal erfolgen. Lokal sind oft die intramolekularen Schwingungen. Man sieht sie als Linien mit
einer bestimmten, festen Frequenz in der IR-Spektroskopie (in der ,,Schwingungsspektroskopie®).!%8

Die leichten Elemente (Bor, Diamant, ...) weichen von dieser Regel nach unten ab, weil die kleine
Atom-Masse verbunden mit der gro3en Steifigkeit des Materials hohe Schallgeschwindigkeiten und auch
hohe Frequenzen herbeifithren.® Wegen E = hv ist dann die Energie E in diesen Wellen groBer als kg7 und

diese Schallwellen sind quantenmechanisch eingefroren, so wie manche Schwingungen in Molekiilen auch
(Abschnitt 7.6).

Zwei Randbemerkungen:

— Das quasi-freie Elektronengas in Metallen macht aus Griinden, die in der Quantenmechanik liegen, meist
einen eher kleinen Beitrag zur spezifischen Warme. Ausnahmen sind die Alkali-Metalle (Abb. 7.5).

— Bei Gadolinium (mit seiner anomal hohen spezifischen Warme) gibt es magnetische Beitrige zu c,.

Merke
— Fiir Festkorper bestehen die Freiheitsgrade vor allem aus den akustischen Schwingungen. Fiir hinrei-
chend schwere Atome gilt die Regel von Dulong-Petit (¢, = 3RT).

7.6  Die spezifische Wirme von Gasen

Die spezifische Wirme von einatomigen Gasen ist weitgehend universell. Das zeigt auch Abb. 7.5. Die
spezifischen Wirmen der Edelgase bei geniigend hoher Verdiinnung liegen alle nahe bei 5/2 RT.'®® Fiir die
einatomigen Gase gibt es mit der kinetischen Energie der Translation nur einen Beitrag zur Inneren Energie.
Wie schon in Abschnitt 3.2 ausgefiihrt, ist die kinetische Energie der Translation gegeben als

Glg. 7.6.1
1 2 2 2 1 2
€rans = Emv = 5 mv, + Emvz + Emvz

Der Gleichverteilungssatz (begriindet in Abschnitt 5.15) besagt, dass die mittlere Energie eines Mole-
kiils, dessen Energie-Funktion nur quadratische Beitrdge enthélt, gegeben ist als

Glg. 7.6.2

1
(e) =kT f

158 Auch die Gitterschwingungen kann man in der IR-Spektroskopie grundsitzlich sehen. Nur hochfrequenten Schallwellen haben
Frequenzen im IR-Bereich. Diese fithren zu Banden, die sich nicht einfach analysieren lassen. Sie erzeugen im fernen IR
(A >30 pum) einen unerquicklichen Untergrund in den Spektren. Auch dies ist ein Grund, das ferne IR zu meiden. Ein anderer
Grund ist der grof3e technische Aufwand. Es gibt wenig gute Detektoren und diese miissen mit Helium gekiihlt werden.

159 Die hochsten Frequenzen entsprechen in etwas ¢/G mit G dem Abstand zwischen zwei Gitterebenen und ¢ der Schallgeschwindig-
keit. Deshalb gibt es bei hoher Schallgeschwindigkeit auch hochfrequente Schallwellen.

160 Die schweren Edelgase haben einen gegeniiber 5/2 RT ganz leicht erhdhten Wert von ¢p. Dieser geht auf die intermolekularen
Wechselwirkungen zuriick. Die groBen Atome haben eine stirkere attraktive Wechselwirkung miteinander als die kleinen Atome.
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fist hier die Anzahl der Freiheitsgrade. Hier gibt es eine Quelle fiir ein potentielles Missverstandnis. Ein

,.Freiheitsgrad” im Sinne des Gleichverteilungssatzes (den wir gleich anwenden) ist ein quadratischer Beitrag

zur Energie-Funktion. Man konnte meinen, jede Moglichkeit der ungeordneten Bewegung entspreche einem

Freiheitsgrad. Diese Sicht ist nicht vollig falsch, aber man muss zwei Dinge bedenken:

— Wenn die Bewegung in einem parabolischen Potential erfolgt (fiir Schwingungen oft eine gute Néhe-
rung), dann korrespondieren zu jeder Schwingungsmode zwei Freiheitsgrade, nimlich die zugeordnete
kinetische Energie und die zugeordnete potentielle Energie.'®!

— Wenn die Bewegung nicht in einem parabolischen Potential erfolgt (wie das zum Beispiel fiir lon und Ge-
genion in einem Elektrolyten der Fall ist), dann gilt auch der Gleichverteilungssatz nicht.

Wir beziehen die Energie auf das Mol und leiten nach der Temperatur ab:

= ={ir),rtent0)

d 1
(arlmeers))

zénR
2

Glg. 7.6.3

Vv

Im letzten Schritt wurden die Relationen R = N4kz und /= 3 benutzt. Cy ist die Wéarmekapazitit bei konstan-
tem Volumen. Man rechnet gerne auf molare Warmekapazitaten (auf ,,spezifische Warmen) um und notiert
diese mit kleinem c.

Glg. 7.6.4

¢, =C, =%R

Im ersten Schritt wurde an die sonst in diesem Skript verwendete Notation erinnert. (Molare Gréf3en erhal-
ten einen Querbalken.)

Das wirft die Frage auf, warum wir in Abb. 7.5 einen Wert von 5/2 R fiir die spezifische Wéarme vorfin-
den. Das liegt daran, dass in Abb. 7.5 die molaren spezifischen Warmen bei konstantem Druck c, eingetra-
gen sind. Diese sind einfacher zu messen. Der Unterschied zwischen ¢, = 5/2 R und ¢y = 3/2 R erklirt sich

aus der Volumeninderungsarbeit (gegeben als [pdV), die das Gas an der Umgebung leistet, wihrend es er-
wiirmt wird: '

Glg. 7.6.5

161 Die kinetische und potentielle Energie in der Schwingung sind gleich groB. Dies kennt man vom Pendel. Dort wandelt sich peri-
odisch kinetische Energie in potentielle Energie und zuriick.

162 Allgemein gilt ¢, — cv = o’ T/(k7V) mit o, dem isobaren Wirmeausdehnungs-Koeffizienten und kr der isothermen Kompressibili-
tit. Der Beweis findet sich in dem Lehrbuch von Atkins in Kapitel 2.3.2.
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Es ist also

Glg. 7.6.6

c,—¢, =R

Einsetzen in den Gleichverteilungssatz ergibt

Glg. 7.6.7

¢, =LR(f+2)=2R

) 2
Die Rotationsenergie ist in der klassischen Mechanik gegeben als
Glg. 7.6.8
151 SN
€.t = ElmQx + EIWQ}, + ElzzQz

1 ist das Massentrigheitsmoment des betreffenden Korpers. Auf den ersten Blick scheint es sich bei dieser
Formel um das Analog der entsprechenden Formel fiir die Translation (Glg. 7.6.1) zu handeln. Insbesondere
gibt es drei quadratische Beitrége zur Energie-Funktion. Es gibt aber zwei Komplikationen.

Erstens ist das Massentrdgheitsmoment ist nicht ein Skalar wie die Masse sondern ein Tensor zweiter
Stufe. Tensor-Algebra bleibt hier auBlen vor. Ein Tensor ist ein Objekt mit zwei Indizes, welches sich unter
Koordinaten-Transformation in einer bestimmten, wohlgeordneten Weise verhélt. Das Massentrégheitsmo-
ment ist ein symmetrischer Tensor ({; = [;;). Symmetrische Tensoren kann man ,,diagonalisieren. Damit ist
gemeint, dass man ein Koordinatensystem finden kann, in dem alle Tensor-Elemente auller den Diagonal-
Elementen (letztere gegeben als I, I, und I..) gleich null sind. Die betreffenden Achsen sind die ,,Haupt-
achsen der Rotation“. Diese Hauptachsen muss man zunichst finden. Glg. 7.6.8 gilt nur, wenn die x-Achse,
die y-Achse und die z-Achse Hauptachsen der Rotation sind. Im Allgemeinen ist das Auffinden der Haupt-
achsen nicht trivial. Fir einfache Molekiile kann man sich aber von der Symmetrie leiten lassen. Fiir zwei-
atomige Molekiile ist die eine Hauptachse die Symmetrie-Achse des Molekiils, die beiden anderen Haupt-
achsen stehen senkrecht dazu. Wenn die Hauptachsen gefunden sind, errechnet sich das Tragheitsmoment
als

Glg. 7.6.9

_ 2
Ixx - Z mir;‘,x

Atome i

m; ist die Masse des betreffenden Atoms. ;. ist der Abstand des betreffenden Atoms von der x-Achse. Man
beachte: Es ist der Abstand von der betreffenden Drehachse, nicht der Abstand zum Massenschwerpunkt.
Die Formeln fiir /,, und 7. sind analog zu Glg. 7.6.9. Es miissen nur fiir 7;, die anderen Absténde (7;, und
ri-) eingesetzt werden. Nur fiir sehr symmetrische Molekiile wie z.B. das Methan oder das Schwefelhexaflu-
orid sind alle drei Trigheitsmomente gleich groB.

Damit kommen wir zur zweiten Komplikation. Die Rotations-Energie ist gequantelt, so wie alle ande-
ren Energien auch. (Auch die Translations-Energie ist gequantelt, aber die betreffenden Quanten sind so
klein, dass man die Quantelung ignorieren darf.) Die Quanten der Rotations-Energie sind — abgesehen von
Rotationen um die Molekiilachse on linearen Molekiilen, siche unten — so klein, dass man (bei Raumtempe-
ratur) die Rotation klassisch behandeln darf. Betrachte zunichst gewinkelte Molekiile (alle Molekiile aul3er
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den linearen Molekiilen!®®). Fiir diese Molekiile tritt die Ausnahme nicht ein. Es gibt drei Rotations-Frei-
heitsgrade und die Rotations-Energie leistet einen Beitrag von 3/2 R zur spezifischen Warme, genau wie die
Translations-Energie auch. Nun zu der Ausnahme: Bei linearen Molekiilen entspricht der Rotation um die
Hauptachse eine Rotation der Elektronen um die betreffenden Kerne. Die Elektronen haben aber nur sehr
kleine Massen und damit wird das Tragheitsmoment sehr klein. Wenn das Tragheitsmoment sehr klein wird,
werden die Energiequanten der Rotation groB.'** Wir bei fast allen elektronischen Anregungen, sind auch
fiir die Rotation die Quanten der Energie wesentlich grofSer als die thermische Energie k3T. Die Rotation fin-
det bei Raumtemperatur nicht statt. Dieser Freiheitsgrad ist ,,eingefroren®.

Man schreibt:
Glg. 7.6.10

1
CV,rot =§RT f;fot

Die Anzahl der Rotations-Freiheitsgrade f, ist 2 fiir lineare Molekiile und 3 fiir die anderen.

Die bringt uns zu den Schwingungen. Betrachten wir zunichst niederfrequente Schwingungen. Fiir
Molekiile in der Gas-Phase sind solche niederfrequenten Schwingungen genau genommen etwas hypothe-
tisch, denn niederfrequente Schwingungen treten vor allem bei groen und schweren Molekiilen auf. Diese
groflen und schweren Molekiile liegen aber meist fest oder fliissig vor. Wir betrachten den Fall trotzdem.
Fiir niederfrequente Schwingungen sind die Energiequanten (gegeben als #v mit 2 dem Planckschen Wir-
kungsquantum und v der Frequenz) klein gegen k7. Man darf sie klassisch behandeln. Nun sind mit jeder
Schwingung sowohl eine potentielle als auch eine kinetische Energie verkniipft. Fiir beide Anteile gilt der
Gleichverteilungssatz. Sei die Anzahl dieser niederfrequenten Schwingungsmoden 7,;. Dann ist der Beitrag
der Schwingungen zur spezifischen Warme

Glg. 7.6.11

Sy vib :%RT fw’h :%RT vaib =RTn,,

Fiir ein hypothetisches Molekiil, welches nur niederfrequente Schwingungen ausfiihrt, ist damit

Glg. 7.6.12
1 1
G = ERTf = ERT(ftrans + frot + znvih)

CP N %RT(ﬁmns + ﬁot + 2nvib + 2)

Es gilt nvip = 3Naom — 6 fiir die gewinkelten Molekiile und 7. = 3Naom — 5 fiir die linearen Molekiile. Naom
ist hier die Anzahl der Atome. Diese Formel begriindet sich darin, dass die drei Translations-Freiheitsgrade,
die Anzahl der Rotations-Freiheitsgrade und die Anzahl der Schwingungsmoden zusammen 3N 4, ergeben
miissen. Ubungsaufgabe: Machen Sie sich klar, welche Schwingungsmoden es fiir das CO» Molekiil und fiir
das H,O-Molekiil gibt.

163 7y den linearen Molekiilen zéhlen z.B. Ha, N2, Oz und COx.
164 Eg ist nicht die Winkelgeschwindigkeit gequantelt, sondern das Drehimpuls-Quadrat, L. Es gilt Eyo; = L?/(2]). Wenn das Quan-
tum von L? fest ist, steigt das Quantum von Ey, mit sinkenden /.
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Das eine Molekiil, welches Glg. 7.2.1 besonders gut Energie Abb. 7.6

erfiillt, ist das lod-Molekiil (oben rechts in Abb. 7.5). Die Wenn das erste angeregte Niveau
Schwingungsfrequenzen von Molekiilen werden gewohn- zu einem Freiheitsgrad von der
lich nicht in H b dern in Well hl Di Energie her grofer ist als die
ich nicht in Hz angegeben sondern in Wellenzahlen. Die thermische Energic ksT, findet
Wellenzahl ist die inverse Wellenldnge. Sie wird meist mit Aeco =hv  die Anregung nur selten statt und
dem Buchstaben v (nu-Schlange) bezeichnet und sie wird der Gleichversteilungssatz gilt

L . 4 ~ o nicht mehr. Dieser Freiheitsgrad
meist in Einheiten von cm™ angegeben. v =100 cm™ ent- o E— ist partiell eingefroren.
spricht A = 100 pum. Man gelangt von Energien zu Wellen- Wahrscheinlichkeit
zahlen, indem man durch /c teilt. An dieser Stelle kann

man sich merken, dass kz7/(hc) bei Raumtemperatur

207.22 cm™! entspricht. Die Schwingungs-Bande von I, liegt bei 112 cm™, also unterhalb von kzT/(hc).

Die Quantum der Schwingung von I, ist also so klein, dass diese Schwingung bei Raumtemperatur eher

nicht eingefroren ist. Man darf daher — ausgehend von Glg. 7.6.12 — eine spezifische Wérme von etwa
¢p=9/2 R=41.6 J/(mol K) erwarten. Dies ist in etwa der experimentelle Wert (Abb. 7.5). Wenn man ent-
lang der Reihe I — Br; — Cl, —» F>— H» die Massen der Atome sinken lédsst, werden die Schwingungen

immer hochfrequenter, die Energiequanten in der Schwingung werden gréBer, und das Ausmalf der Einftie-

rens steigt. Fiir Hy (die Schwingungsfrequenz liegt bei 4400 cm™, also weit oberhalb von ksT/(hc) ist die

Schwingung bei Raumtemperatur weitgehend eingefroren. Dann erwar-
tet man eine spezifische Wéarme von ¢, = 7/2 R = 29.1 J/(mol K). Auch

dies in etwa der experimentelle Wert (Abb. 7.5). Hier gibt es eine Fein-
heit insofern, als fiir dieses spezielle, sehr leichte Molekiil auch die Ro-

tation um die Achse senkrecht zur Symmetrie-Achse teilweise eingefro-
ren ist.!

Um das Jahr 1900 gab es eine weitverbreitete Meinung dahinge-
hend, dass die Physik im Groflen und Ganzen verstanden sei. Die Him-
melsmechanik, der Elektromagnetismus, die kinetische Gastheorie und
die Thermodynamik hatten zu spektakuldren Erfolgen gefiihrt. An die-
sem klaren Himmel gab es einzelne kleine Wolken. Einzelne Sachver-
halte wollten sich in dieses Bild nicht einfiigen. Zu diesen gehdrten die
spezifischen Wéarmen der molekularen Gase. Die spezifischen Warmen

60, [J/(mol K)]

50+ l:l/l:l
b

40+ /D
o Warmekapazitét
| O von CO
30 | ‘2 T [OC]
0 1000 2000

Abb. 7.7

Die spezifische Warme von CO»
sinkt bei kleinen Temperaturen,
weil dann Schwingungsfreiheits-
grade partiell einfrieren.

der atomaren Gase (i.W. der Edelgase) kann man klassisch verstehen, die spezifischen Warmen der moleku-

laren Gase jedoch nicht.

Merke
— Fiir das ideale Gas gilt die Relation ¢, = cy + R.

— GemiB dem Gleichverteilungssatz gilt ¢y = 1/2 Rf mit f der Anzahl der Freiheitsgrade.

— Ein , Freiheitsgrad* ist ein quadratischer Beitrag zur Energie-Funktion.

— Es gibt stets 3 Translations-Freiheitsgrade. Fiir Molekiile gibt es 2 oder 3 Rotations-Freiheitsgrade, je

nachdem, ob sie linear sind oder nicht. Die Rotation eines linearen Molekiils um die Symmetrie-Achse

ist eine elektronische Anregung. Sie ist aus quantenmechanischen Griinden eingefroren.

165 Bei der Rotation von H2 um eine Achse senkrecht zu Molekiilachse liegt eine zweite Ausnahme von der Regel vor, dass die Quan-
ten der Rotation viel kleiner als k87 sind und man deshalb die Rotation klassisch behandelt werden darf. Diese spezielle Rotation
von Hz findet nicht um die Molekiil-Achse statt, aber die Massen sind gleichwohl so klein, dass die Rotation bei Raumtemperatur
partiell eingefroren ist. Es gilt Erot = L?/(2]) mit L dem Drehimpuls, wobei L? quantisiert ist und das Quantum von Erot wegen dem

kleinen Wert von / groBer ist als kg7 .
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— Jeder Schwingung sind zwei Freiheitsgrade zugeordnet (je einer fiir die kinetische und fiir die potentielle

Energie).
— Schwingungen sind oft partiell eingefroren.

7.7  Adiabatische Expansion von Gasen

Wir hatten bei der Besprechung des Carnot-Prozesses (Ab-
schnitt 5.3) postuliert, dass fiir adiabatische Prozesse die Tempera-
tur und das Volumen {iber ein Potenzgesetz miteinander verkniipft
sein miissen. Es muss gelten V'7? = const mit B einem Exponenten,
der offen bleiben konnte und offen blieb. Diese Liicke schlieen
wir jetzt. P ist gleich ¢y/R = f/2 mit f der Anzahl der Freiheitsgrade.
Wegen dem partiellen Einfrieren von Freiheitsgraden sind fiir f
auch nicht ganzzahlige Werte erlaubt.

Fiir die adiabatische Expansion ist die Abnahme der Warme
gleich der an der Umgebung geleisteten Arbeit:

Glg. 7.7.1
oU =W

C,dT =—-pdV

Isotherme
U = const

Isochore

Adiabate AU=C. AT

\J

Abb. 7.8

Man kann die adiabatische Expansion in eine
isotherme Ausdehnung und isochore Abkiihlung
zerlegen.

Achtung: Es muss die Warmekapazitét bei konstantem Volumen Cy eingesetzt werden, weil die Arbeit auf
der rechten Seite separat behandelt wird. Man koénnte sich den Prozess auch als eine Folge von zwei Teilpro-

zessen vorstellen. Zundchst wird bei konstanter Temperatur expandiert. Dabei wird die Warmemenge 60

zugefiihrt, um die Arbeit zu kompensieren. Danach wird — bei konstantem Volumen — die Warme 60 abge-

fuhrt, damit beide Prozesse in der Summe adiabatisch sind.

Wir verwenden das ideale Gasgesetz:

nRTdV

C,dT =-
Umistellen ergibt:

G

dT"  nRT

Glg. 7.7.2

Glg. 7.7.3

Gesucht ist eine Funktion V(T), welche diese Differential-Gleichung erfiillt. Wir wenden wir die Methode
der ,,Trennung der Variablen“ an. Damit ist eine Umstellung von Glg. 7.7.3 gemeint dahingehend, dass V'
und d¥ nur links vorkommen sollen, wihrend 7 und d7 nur rechts vorkommen:

v C,dr

V nR T

Glg. 7.7.4

An dieser Stelle erinnern wir uns an Glg. 7.6.12 und benennen die GréBe Cy/(nRT) um in f/2 mit f der Anzahl

der Freiheitsgrade.
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Man hat sich daran gewdhnt, dass man mit Gleichungen immer auf beiden Seiten dasselbe machen
muss, damit sie richtig bleiben. Man darf etwas dazu addieren, man darf einen Faktor anmultiplizieren ...
und man darf auch integrieren:

Glg. 7.7.5
Vi Vin
[[Ea——
Vini 4 2 Vini r
Die Stammfunktion zu 1/x ist der In(x). Dies fiihrt zu
Glg. 7.7.6

ini ini

InV,, —In¥ =—§(1nTﬁn ~InT,,)

InV,, +ilnTﬁn =InV,, +iln7;m. = const
2 2

VT = const

Damit ist gezeigt, das V'7”/” konstant ist.

Man rechnet Glg. 7.9.8 gewo6hnlich noch um in eine Beziehung zwischen p und V. Es gilt pV" = const
mit y = ¢,/cy dem ,,Adiabaten-Exponenten®. Dies fiihrt uns zur Adiabate im pV-Diagramm (Abb. 7.9). Die
Umrechnung erfolgt gemal

Glg. 7.7.7
VT/"? = const

VT = const

V¥ pV = const

V' p = const

U

p = const

Im zweiten Schritt wurde das ideale Gasgesetz benutzt. Der Exponent hdngt mit ¢, und cv zusammen:

Glg. 7.7.8
R(f+2) ¢
f+2_ (/S+2) _r P , Isobare
f Rf ¢, - = Isotherme
: - Adiabate
L g | (Isentrope)
Damit gilt A | — —lIsochore
Glg. 7.7.9 o I
/C g -~ :
pVY :chp 4 ZCOVZSt k 'f.‘!~
B e
\ v
Merke
— Fiir ideale Gase erfolgt die adiabatische Expansion gemalf Abb. 7.9
pV' = const mit y = ¢,/cy dem Adiabaten-Koeffizienten. Ein pV-Diagramm mit Adiabate
Die Adiabate ist gegeben durch p /¥ = const
mit y = ¢,/cy dem Adiabaten-Exponenten.
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7.8  Der Joule-Thomson-Effekt

Ist das reale Gas eine Komplikation, die man seufzend hinnimmt? Nicht ganz. Bei der Besprechung
der Wirmepumpen'® in Abschnitt 5.16 hat man das Arbeitsmedium Arbeit gegen einen externen Druck leis-
ten lassen. So kann man es machen. Manchmal ist es zielfiihrender, das Medium Arbeit gegen den inneren
Druck leisten zu lassen. Dies flihrt nur mit realen Gasen zum Erfolg, denn bei idealen Gasen ist der innere
Druck null. Dieser Weg nutzt den sogenannten Joule-Thomson-Effekt. Unter den Anwendungen sind die
Abkiihlung von Schlagsahne beim Ausschdumen aus einer Druckflasche, die Herstellung von Trockeneis,
sowie die Luftverfliissigung gemall dem Linde-Verfahren. Abb. 7.10 skizziert das Linde-Verfahren. Die
Abkiihlung erfolgt hinter dem Entspannungsventil. Ein Teil des abgekiihlten Gases kondensiert als fliissige
Luft auf dem Boden des GefdB3es. Der andere Teil wird zuriickgefiihrt und wiarmt sich auf, indem er das un-
ter Druck stehende Gas kiihlt. Danach wird das Arbeitsgas komprimiert und heizt sich dabei zu einer Tem-
peratur auf, die hoher ist als die Ausgangstemperatur. Diese Warme wird an die Umgebung abgefiihrt und
der Zyklus beginnt von Neuem.

Zunichst eine Erklarung des Joule-Thomson-Effekts in Prosa. Fiir reale Gase gibt es attraktive Wech-
selwirkungen zwischen den Molekiilen. Bei hoher Dichte und hinreichend geringer Temperatur halten sich
die Molekiile relativ haufig in der Potential-Mulde auf, die das Potential-Abstands-Gesetz vorhersagt (Abb.
7.11). Wenn das Volumen steigt, verlassen einige Molekiile diese Potentialmulde. Die dafiir bendtigte Ener-
gie entziehen sie der kinetischen Energie des Gases und das Gas kiihlt ab. Dieses Argument kommt aber
nicht immer zur Geltung. Bisweilen steigt auch die Temperatur bei der Entspannung (Abb. 7.13).

[]EA Austrittsventil
= ,
g Sinkt
. — - 1 L\
Wérmeaustauscher: \ / _]t‘

Entspannungsventil ~—

Eintritts-
ventil

Potential w(r)

r
eq

Abb. 7.11

Die mittlere kinetische Energie der Molekiile
sinkt, wenn sie die Potentialmulde der intermo-
fliissige Luft lekularen Wechselwirkung verlassen. Dies kann
bevorzugt geschehen, wenn der Druck sinkt.

Abb. 7.10
Das Linde-Verfahren
de.wikipedia.org/wiki/Linde-Verfahren

Wir behandeln den Joule-Thompson-Effekt nicht in aller Griindlichkeit, aber wir stellen trotzdem einen Zu-
sammenhang zwischen dem Joule-Thompson-Effekt einerseits und den Parametern der van-der-Waals Glei-
chung fiir reale Gase andererseits her. Dazu miissen wir zunachst die in Abb. 7.12 dargestellte, etwas wohl-

166 Wirmepumpen sind immer gleichzeitig Kiltemaschinen.
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definiertere Experimentfithrung bemiihen. Es tritt Gas durch einen Stopfen hindurch. Die Enthalpie des Ga-
ses bleibt dabei gemill Annahme gleich. Man beobachtet beim Durchgang des Gases durch den Stopfen eine
Anderung der Temperatur. Der Joule-Thomson-Koeffizient ist definiert als

- 4T
L ),

Es soll p;r in Beziehung gesetzt werden zu den Parametern a und » aus dem vdW-Gesetz. Die Diskus-

Glg. 7.8.1

sion wird ausgehen miissen von einer Relation, zu alles andere als offensichtlich ist. Diese ist

Glg. 7.8.2
Hor = CL(TOLP _1)

P

ay st der isobare Warmeaus- Joule — Thomson — E ffekt
dehnungs-Koeffizient:

1(dV
(Xp =—| —
y\dr
p
m>p “— Porose Membran

Fiir das ideale Gas ist op = 1/7T. (Der Beweis sei eine Abb. 7.12

Ubungsaufgabe). Glg. 7.8.2 fiihrt dann zu wyr = 0. Dieses Kiltemaschinen aufbanend auf dem Joule-
Thomson-Effekt expandieren ein reales Gas ge-

gen einen geringeren Druck. In dem hier dar-

Glg. 7.8.3

- N

Experiment wire vollig 4quivalent zu den Experimenten

von Gay-Lussac (Abschnitt 5.8). gestellten idealisierten Aufbau erfolgt die Ex-
) ] o pansion durch eine pordse Membran.
Zum Beweis von Glg. 7.8.2 starte von der infinitesi- de.wikipedia.org/wiki/Joule-Thomson-Effekt
malen Enthalpie dH:
Glg. 7.8.4

0=dH =TdS + Vdp

Wir schreiben fiir dS:
Glg. 7.8.5
ds = (j—ij dT+(%j dp
P r
Einsetzen ergibt
Glg. 7.8.6

dH:T(ﬁj dT+[£] dp +Vdp
a7 ), dp ),
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Der erste Term enthélt die Warmekapazitét bei konstantem Druck, denn

r($] -c
ar), "

Glg. 7.8.7

Auf den zweiten Term wenden wir eine der Maxwell-Relationen an (Glg. 6.3.10):

)Ll o)) )

Der letzte Term enthélt den isobaren Warme-Ausdehnungskoef-
fizienten

()~
dr ),

Wir erinnern uns, dass der Prozess isenthalpisch ist und setzen
dH zu null:

Glg. 7.8.9

Glg. 7.8.10
0=C,dT +V(-Ta, +1)dp

Auflésen nach d7/dp fiihrt zu Glg. 7.8.2.

Ubungsaufgabe: Man kénnte auch hinter dem Stopfen eine
Heizung anordnen, welche die Temperatur konstant hilt. Zei-
gen Sie, dass fiir diese Konfiguration gilt (dH/dp)r = —prC,.
Die GroBe (dH/dp)rist der ,,isotherme Drosselkoeffizient‘.!%”

Glg. 7.8.8

— A
< 600
[
S
% Upper inversion
s temperature
o 400 |-
5
N\
= i #>0 )H,'rrogcn
200 f-. . Lower inversion
temperature
Tor (N Ty oo o=
oL L L . v >
0 Port (N) 200 400
Pressure [bar]
Abb. 7.13

Temperatur-Druck-Bereiche mit positivem
und negativem Joule-Thomson-Koeffizien-
ten.
casey.brown.edu/chemistry/misspelled-re-
searh/crp/Edu/Docu-
ments/00_Chem201/6_thermodyn_pot/6-

Ausgehend von Glg. 7.8.2 bringen wir nun die vdW-Gleichung (in verkiirzter Form) zur Anwendung.
Die vdW-Gleichung ist (p + a/V?)(V = b) = RT. Wir formen Glg. 7.8.2 etwas um zu

ot )2 ),

Glg. 7.8.11

Wenn man die vdW-Gleichung nach ¥ auflost, ergibt sich leider ein sehr komplizierter Ausdruck. Deshalb

beschrianken wir uns auf méBige Dichten und benutzen die Virial-Entwicklung. Damit werden wir leider nur

die ,,obere Inversionstemperatur® finden und diese wird — abweichend von Abb. 7.13 — nicht vom Druck ab-

héngen.

167

Leite diesen Ausdruck bei konstantem H nach p ab.

Losungsweg: Betrachte einen isenthalpischen Prozess: o — qz7 — (dH /dp), dp +(dH / dT)p d7T =(dH /dp), dp + C,dT
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Wie in FuBlnote 74 gezeigt, ist der 2. Virial-Koeffizient des vdW-Gases gegeben als b—a/(RT). Es folgt

p—z1+ b—i i
RT RT )V

Wir finden fiir das molare Volumen

V=~ RT+(b—ijEizE+(b—ij
pV p RT

Glg. 7.8.12

Glg. 7.8.13

Im zweiten Schritt wurde benutzt, dass auch fiir das reale Gas in etwa gilt p}’ = nRT. Wir setzen ein in Glg.
7.8.11:

Glg. 7.8.14
. - L(T(d_VJ ] VJ 1 T[i(ﬂ+ (s _m ] [£+ e _B
c, dr ), ¢, dr\{ p RT , P RT
_ LR E+(b_ij :_L(b_ij
c, p p RT c, RT
Bei hohen Temperaturen ist
a/RT unbedeutend und pyr V(r) Abb. 7.14
wird negativ. Soweit wird x Ein negativer Joule-Thomson Koeffizient kommt mitnichten
o .o dadurch zustande, dass Partikel-Paare bei hoher Dichte oft ei-
Abb.7.13 bes'tatlgt. Fr d?e _," nen Abstand im repulsiven Bereichs des Wechselwirkungspo-
anderen Bereiche der Abbil- tentials hétten (oben).
dung Abb. 7.13 hitten wir die V() wi < 0 tritt auch fiir das hard-sphere-Potential auf (unten).
. .. Das endliche Partikel-Volumen veréndert die Statistik der
lle vdW-Gleich beno- ‘
V_O eV . eie ung' eno T StoBe mit den beiden bewegten Wanden vor und hinter der
tigt, was hier unterbleibt. ° »  pordsen Membran aus Abb. 7.12. In der Folge nehmen die

Partikel bei diesen StéBen in der Summe eine Energie auf,
was die Tempertur steigen lésst..

Glg. 7.8.14 zeigt, dass

wyr sowohl positiv als auch
negativ sein kein. Insbesondere ist < 0, wenn es keine Anziehung gibt (wenn a = 0). Wenn es keine An-
ziehung gibt, kommt das Argument aus Abb. 7.11 nicht zur Anwendung. Das ist plausibel. Dass ein endli-
ches Molekiilvolumen alleine (@ = 0, b > 0) zu einem Aufheizen beim Durchgang durch den Stopfen fiihrt,
soll im Folgenden ebenfalls plausibel gemacht werden. Das Gas tritt durch die Membran, weil sich links und
rechts zwei Stempel bewegen und weil das Gas gegen diese bewegten Wande sto3it. Beim Stof3 mit einer be-
wegten Wand wird nicht nur Impuls {ibertragen, sondern auch Energie. Beim idealen Gas sind die StoBraten
so0, dass im Mittel die kinetische Energie, die links aufgenommen wird, rechts auch wieder abgegeben wird.
Ein Eigenvolumen der Molekiile verandert die Stofiraten. Um das einzusehen, ersetze man in Glg. 3.2.1 den
Term N/V durch N/(V — nb). Die veranderten Stofiraten (links und rechts verschieden) verdndern die Ener-
giebilanz in der Weise, dass das Gas in der Summe bei den StoBen mit beiden Wénden Energie aufnimmt.
Deshalb steigt die Temperatur.

Achtung: Es ist nicht etwa so, dass bei hohem Druck oder bei hoher Temperatur der repulsive Teil des
Potentials aus Abb. 7.11 zur Wirkung kommen wiirde. Es handelt sich um einen Effekt des endlichen Parti-
kel-Volumens (Abb. 7.14).
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Merke

— Die meisten technischen Kédltemaschinen fiihren die Kiihlung durch eine Arbeit gegen den inneren Druck
herbei.

7.9 Ubergangs-Enthalpien
7.9.1 Temperatur-Abhingigkeit der Enthalpien von Phaseniibergéingen und Reaktionen

Je nach Druck konnen bestimmte Phaseniibergidnge durchaus bei verschiedenen Temperaturen erfolgen.
Diesen Sachverhalt kennt man vom Schnellkochtopf, der bei den Inhalt bei Temperaturen von tiber 100 °C
garen lésst, indem er einen Druck aufbaut. Unabhéngig vom Druck kann es bei Kristallisation zu einer Un-
terkithlung kommen. Auch dann ist die Temperatur der Kristallisation nicht immer die gleiche.

Nachdem die Enthalpie eine Zustandsfunktion ist, kann man sie fiir beide Phasen separat definieren.
Seien die Enthalpien der Phasen o und B bei einer Temperatur 7. bekannt.'® Man errechnet die molaren
Enthalpien bei einer anderen Temperatur als

Glg. 7.9.1
T
H/(T)=H (T,)+ [ c,,dT
T
_ _ T
Hy(T)=H ,(T,)+ j ¢, ,dT
Tr@f
Die Temperatur-Abhiingigkeit der Ubergangs-Enthalpie ergibt sich durch Differenz-Bildung
Glg. 7.9.2

T
A H(T)= A H(T,)+ [ Ac,dT
Tr@.f
Dies ist das Kirchhoffsche Gesetz. Ein analoges Gesetz gilt flir die Reaktions-Enthalpien. Bei chemische
Reaktionen muss man allerdings noch die stochiometrischen Koeffizienten beriicksichtigen. Sei die Brutto-

Reaktionsgleichung
Glg. 7.9.3
vV,A+v,B—>v.C+v,D
v sind die stochiometrischen Koeffizienten Dann ist Ac, gegeben als
Glg. 7.9.4

Ac, =vcc, (C) +V,e, (D) -v,.c, (A) — Ve, (B)

168 Phasen erhalten in diesem Skript griechische Indizes (a., B, 7, ...).
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Allgemeiner schreibt man

Glg. 7.9.5
Ac, = Zvjcp(J)
J

Dabei sind die stochiometrischen Koeffizienten der Edukte negativ zu zéhlen.

Das Kirchhoffsche Gesetz (Glg. 7.9.5) wird meistens in seiner Anwendung auf Reaktionswarmen (statt
Ubergangswirmen, wie in Glg. 7.9.5) zitiert.

Bisweilen rechnet man Ubergangs-Enthalpien auf ,,Standard-Bedingungen® um, auch dann, wenn eine
der beiden Phasen bei diesen Bedingungen gar nicht stabil ist. Das tut man der Vergleichbarkeit halber. Die
Standard-Temperatur ist in diesem Zusammenhang meist 7= 298.15 K. Auch die Schmelzwérme von Eis
kann man — wenn man will — bei 7=298.15 K angeben, indem man das Kirchhoffsche Gesetz zur Anwen-

dung bringt.'®

Merke

— Die Ubergangs-Enthalpien (von chemischen Reaktionen und von Phaseniibergiingen) héingen von der
Temperatur ab. Man kann von einem bekannten Wert fiir eine bestimmte Temperatur auf eine andere
Temperatur umrechnen, wenn man die spezifischen Warmen beider Phasen bzw. der Produkte und Edu-
kte kennt.

7.9.2  Enthalpie von Phaseniibergéngen

Ubergiinge zwischen diesen Phasen sind einem festen Wertepaar von Druck und Temperatur zugeord-
net. Meistens springen bei dieser Temperatur die physikalischen Parameter (wie z.B. die Dichte, die Steifig-
keit, oder der Brechungsindex). Wenn es Phasengrenzfldchen gibt, sind diese nahezu molekular scharf.
Dass die Ubergiinge scharf sind, ist nicht trivial. Jeder Kristall hat Defekte. Es wire grundsitzlich vorstell-
bar, dass mit steigender Temperatur die Anzahl der Defekte immer weiter zunimmt, solange bis die Bezeich-
nung ,,Flissigkeit” diesem Stoff eher gerecht werden wiirde als die Bezeichnung ,,Kristall“. So ist es aber
nicht. Die Kristallisation ist ein hoch-kooperativer Prozess. Der Energiegewinn durch Kristallisation stellt
sich nur ein, wenn viele Molekiile gemeinsam in die geordnete Phase iibergehen.

Der Ubergang zwischen einem neutralen Gas und einem Plasma ist ein Gegenbeispiel (ist kein Phasen-
iibergang). Die Eigenschaften von Plasmen sind zwar ganz andere als die Eigenschaften von neutralen Ga-
sen, aber der lonisationsgrad steigt kontinuierlich mit der Temperatur an. Das Ausmal der lonisation ist
Ausdruck eines Reaktions-Gleichgewichts zwischen neutralen Molekiilen einerseits und lonen und Elektro-
nen andererseits. Dieses Gleichgewicht verschiebt sich bei hohen Temperaturen hin zu einem héheren Grad
der Ionisierung. Die Reaktionen, die chemischen Gleichgewichten zugrunde liegen, laufen dagegen weitge-
hend unabhéngig voneinander (also nicht kooperativ) ab.

Wie in Abschnitt 6.2.4 diskutiert, strebt die Gibbssche Freie Enthalpie stets zum Minimum. Bei Pha-
senkoexistenz muss deshalb die Differenz der Freien Enthalpien der beiden Phasen null sein:

169 Dazu muss man die spezifische Wirmekapazitit des hypothetischen Eises bei 7> 0°C abschitzen.
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AtrG = AtrH - TtrAtrS = O

A H
Atr‘S = -

tr

Glg. 7.9.6

Das Subskript ,,t7 steht fiir ,,transition, also ,,Ubergang“. Solche Indizes werden in diesem Skript immer

hinter dem A notiert. Bei der Ubergangstemperatur entspricht also die Ubergangs-Enthalpie A,/ stets dem

Produkt aus der Ubergangstemperatur 7, und der Ubergangs-Entropie, AS.

Die allermeisten Uberginge in der physikalischen Chemie sind Ordnungs-Unordnungsiiberginge, wobei

die Phase bei tieferer Temperatur die geordnetere Phase ist. Der Ent-
ropie-Unterschied ist vermittels Glg. 7.9.6 aus der Ubergangswirme
und der Ubergangs-Temperatur experimentell zugéinglich. Es ist aber
alles andere als trivial, diesen Messungen theoretische Rechnungen
gegeniiber zu stellen, welche das AusmaB der Ordnung (der Negen-
tropie) in beiden Phasen quantifizieren wiirde und so eine quantitative
Vorhersage iiber A,S, A,/ und die Ubergangstemperatur machen
wiirden. In groben Ziigen ist stets klar, worin die betreffenden Ord-
nung besteht (periodische Ordnung in Kristallen, Nahordnung in
Fliissigkeiten, Orientierungsordnung in nematischen Fliissigkristal-
len, usw.). Dieser Ordnung ist aber eine grof3e Vielfalt von Fluktuati-
onen (wie z.B. die Gitterschwingungen) liberlagert, deren Auswir-
kung auf die Entropie durchaus kompliziert sind. In den allermeisten
Féllen ist es nicht moglich, ausgehend von den grundlegende Prinzi-
pien der Physik anhand von Computer-Simulation eine Schmelztem-
peratur vorherzusagen. Dies liegt an der Kooperativitdt. Wenn man
ein Bild iiber die Paar-Wechselwirkungen zwischen den involvierten
Molekiilen gewonnen hat, ist damit noch lange keine Beschreibung
der betreffenden kondensierten Phasen gewonnen. Dieses ungenaue
Bild tiber das Phasenverhalten in kondensierter Materie, welches man

Ordnungsparameter

wmung

2. Ordnung

Temperatur
Abb. 7.15
Bei den Phaseniibergédngen erster Ordnung
gibt es eine Diskontinuitdt der Ordnung bei
der Ubergangstemperatur. Ein Ordnungspa-
rameter fiir einen Kristall wéire zum Beispiel
die Intensitit eines Beugungspeaks in der
Rontgenbeugung. Fiir eine Flissigkeit wire
es (z.B.) der Dichteunterschied zwischen
Fliissigkeit und Dampf. Fiir Phaseniiber-
génge zweiter Ordnung sinkt die Ordnung
kontinuierlich. Es gleichwohl eine feste
Temperatur, bei der die Ordnung auf null ab-
fallt (die ,,kritische Temperatur®).

mit Computer-Simulationen erhilt, ist durchaus mit einem Datum versehen. Das ist derzeit so.

Der Mehrzahl der Phaseniiberginge, die den Chemiker interessieren, ist mit Diskontinuitéten in der

Ordnung, der Entropie und der Enthalpie verbunden. Dies sind die sogenannten Phaseniibergidnge erster
Ordnung (Abb. 7.15). Phaseniiberginge erster Ordnung sind mit einer Ubergangsenthalpie verbunden. Uber

verschiedene Ubergiinge dieser Art und die zugeordneten Enthalpien verschaffen wir uns weiter unten einen

Uberblick.

Fiir Phaseniiberginge erster Ordnung gibt es weiterhin
— Phasenkoexistenz
— endliche Grenzflachen-Energien
— metastabile Zustinde (Unterkiihlen, Uberhitzen, ...)
— homogene und heterogene Nukleation.

Es gibt auch die sogenannten ,,Phaseniibergéinge zweiter Ordnung®. Phaseniibergénge zweiter Ordnung

sind stets mit einem kritischen Punkt verbunden. Bei den Phaseniibergidngen zweiter Ordnung hdngen der
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Ordnungsparameter, die Entropie und die Enthalpie stetig von der Temperatur ab. Ein Beispiel ist der Uber-
gang zwischen Fliissigkeit und Dampf am kritischen Punkt. Spéter werden wir als ein weiteres Bespiel die

Entmischung am kritischen Punkt diskutieren. Auch der Ferromagnetismus ist ein Phaseniibergang zweiter

Ordnung.

Eine Randbemerkung: Ubergangs-Enthalpien kann man auch auf nicht-kalorimetrischen Wege bestim-
men, wenn man von der Temperatur-Abhéngigkeit von Koexistenz-Bedingungen ausgeht. Darauf kommen

wie im Kontext des Fliissig-Dampf-Gleichgewichts in Abschnitt 8.3 zuriick.

Merke

— Fast alle Phaseniibergénge sind Ordnungs-Unordnungsiibergénge. Dabei ist der Sprung der Entropie lei-

der oft in Bezug auf die Anderung der Ordnung nicht sehr deskriptiv. Deskriptiver ist oft ein ,,Ordnungs-

parameter*.

— An Phaseniibergingen gilt A,-H = T,;A,S.

— Bei Phaseniibergidngen erster Ordnung sind der Ordnungsparameter, die Enthalpie und die Entropie an der

Ubergangstemperatur unstetig. Fiir Phaseniiberginge erster Ordnung gibt es Phasenkoexistenz, endliche
Grenzflachen-Energien, metastabile Zustidnde, sowie homogene und heterogene Nukleation.

7.9.3  Die Troutonsche Regel

Weiter oben wurde formulierte, dass man leider die Ubergangs-Entropien von Ordnungs-Unordnungs-
Ubergingen kaum errechnen kann oder abschétzen kann. Fiir den Fliissig-Gas-Ubergang liegen die Dinge

anders. Hier gilt die Troutonsche Regel:

A H? ~80 !

. xT,
r mol K

B

Glg. 7.9.7

T3 ist die Siedetemperatur. Vordergriindig mag die Trouton-Regel als eine Aussage {iber die Verdampfungs-
Enthalpie erscheinen, aber hinter dieser Regel steht gemal3 Glg. 7.9.6 eine Aussage die Verdampfungs-Entro-

pie. Diese ist gemal Trouton in etwa 10.5 R.

helium
oxygen | Trouton's
carbon dioxide Eule
methane | (/
hexane |
benzens [

chloromethane

methanal

water

Abb. 7.16

Der Trouton-Quotient fiir eine Reihe von Fliissigkeiten
www.chem.queensu.ca/people/faculty/
mombourquette/FirstYrChem/slg/Troutons rule.htm

Enthalpy of
Transition, kJ/mo!

* Boiling i
Meiting An..

Abb. 7.17
Fiir das Schmelzen von Kristallen kdnnte man
eine Regel dhnlich der Trouton-Regel aufstellen.
Sie wére aber als Regel deutlich schlechter. Die
Schmelz-Entropien folgen dieser Regel nicht gut.
en.wikipedia.org/wiki/Trouton's _rule
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Abb. 7.16 zeigt den Trouton-Quotienten fiir eine Reihe von Fliissigkeiten. Die Ausnahmen sind die al-
ten Bekannten. Wasser ist besonders hoch geordnet. Bei Helium gibt es Quanteneffekte.

7.9.4 Born-Haber-Kreisprozesse

Weil die Enthalpie eine ZustandsgroBe ist, sind Ubergangsenthalpien stets Differenzen zwischen den
Enthalpien der beiden Zustinde. Insbesondere muss die Summe aller Ubergangs-Enthalpien in einem Kreis-
prozess null ergeben. Dies Uberlegung steht hinter den Born-Haber-Kreisprozessen. Uber solche Kreispro-
zesse sind auch Ubergangs-Enthalpien zugiinglich, deren direkte Messung umstiindlich ist. Dazu zihlt die
Gitter-Enthalpie der Salzkristalle.

Wenn man ein Salz verdampft, entsteht nicht das betreffende Plasma. Dafiir sind die interionischen
Wechselwirkungen zu stark. Man kann aber Gase aus z.B. Ca-Atomen und Cl,-Molekiilen ionisieren. Das
konnte man durch eine Warmezufuhr bewerkstelligen. Die Photo-lonisation ist aber der einfache Weg. An
dieser Stelle beriihrt die Kalorimetrie die Spektroskopie. Wenn man Wechselwirkung zwischen Molekiilen
vernachlissigen darf,!” dann ist die Ionisationsenthalpie gerade das Produkt aus der Avogadro-Konstante
und der Energie, die jedem einzelnen Atom oder Molekiil zugefiihrt werden muss, damit die Ionisation ein-
tritt.

Ionisation kann durch Licht hervorgerufen werden. GemiB der Quantenmechanik, muss das Licht dafiir
aber eine bestimmte Mindestfrequenz haben, denn die Energie eines Photons ist gegeben durch /#v mit 4 dem
Planckschen Wirkungsquantum und v der Frequenz. /v muss groBer oder gleich der Ionisations-Energie
sein, damit die lonisierung eintritt. So kann man die lonisations-Energie {iber optische Spektroskopie (ge-
nau-genommen: Rontgen-Spektroskopie) bestimmen.

Es zeigt sich, dass die Gitter-Enthalpien von Salzkristallen in etwa den Bindungsenergien von kovalent
gebundenen Festkorpern wie Diamant entsprechen. Trotzdem 16st Salz sich in Wasser auf. Fiir Kochsalz
(NaCl) betréagt die Gitter-Enthalpie —787 kJ/mol, fiir Diamant ist sie 710 kJ/mol, und fiir Gold (ein Metall)
betrigt sie —350 kJ/mol.'”" Die ionische Bindung, die kovalente Bindung und die metallische Bindung sind
die drei starksten Wechselwirkungen in der Chemie. Man fasst sie oft als die ,,chemischen Bindungen* zu-
sammen. Diese Benennung iliberdeckt den Sachverhalt, dass die zugrundeliegenden Mechanismen recht ver-
schieden sind. Fiir Salzkristalle induziert die Oktett-Regel einen Elektronen-Ubertrag. Es entstehen Ionen
und die gegensinnig geladenen lonen zichen sich an. Im Falle der kovalenten Bindung fiihrt die Oktett-Re-
gel zu geteilten Elektronen-Paaren. Die metallische Bindung geht vor allem auf die sogenannte Delokalisati-
onsenergie zuriick. In der Quantenmechanik haben Elektronen, welche in kleine Késten gezwungen werden,
eine hohe kinetische Energie. Das Einspeisen der vormals an Atome gebundenen Elektronen in das quasi-
freie Elektronengas des Metalls senkt diese Energie.

Salze 16sen sich in Wasser auf, weil die Hydratations-Enthalpie einige 100 kJ/mol betrdgt. (Bei multi-
valenten lonen kann es sich auch um mehrere 1000 kJ/mol handeln.) Auch fiir andere Losungsmittel gibt es
bisweilen eine ,,Solvatations-Enthalpie”. Man spricht von ,,assoziierenden® Losungsmitteln. Die Hydrata-
tions-Enthalpie ist die Solvatations-Enthalpie des Wassers.

170 Die Energie in intermolekularen Wechselwirkungen ist auch in kondensierter Materie oft klein im Vergleich zu den Reaktions-
Enthalpien.

171 Man findet verschiedene Angaben, je nach, bei welcher Temperatur gemessen wird.
Zum Vergleich: van-der-Waals-Kristalle (Kerzenwachs) haben Bindungs-Energien in der Gréf3enordnung von 10 kJ/mol. H-Brii-
cken erzeugen Bindungs-Energien von 30 — 50 kJ/mol.
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Merke

— Man kann Enthalpien von Ubergingen auch indirekt bestimmen, in dem man das System durch eine

Reihe von anderen Uberginge fiihrt, die zu demselben Endzustand fiihrt wie der zu untersuchende Uber-

gang.

— Die Enthalpien von Reaktionen in einer Gasphase kann man auch spektroskopisch, z.B. durch Photo-Ioni-

sation bestimmen.

— Die Gitter-Enthalpien von ionischen Kristallen, kovalent gebundenen Festkorpern und Metallen liegen im

Bereich von einigen 100 kJ/mol.

— Fiir Ionen in Wasser ist die Hydratations-Enthalpie einige 100 kJ/mol.

7.9.5

Exkurs: Ionisierungs-Enthalpie und Elektronegativitét

Die Ionisations-Enthalpien spielen in der Chemie insofern eine besondere Rolle, als eine der Definitio-

nen der Elektronegativitit auf der Ionisations-Enthalpie beruhen. Die Elektronegativitit erhilt ihre Bedeu-

tung eigentlich im Kontext der chemischen Bindung. Sie ist ein MaB fiir die Tendenz eines Elements, Elekt-

ronen an sich zu ziehen. Das wirft die Frage auf, ob man jedem Element einzeln eine Elektronegativitét un-

abhingig von den betreffenden Bindungen
zuweisen kann. Wenn die Antwort nicht in
irgendeiner Weise positiv wére, gébe es den
Begriff ,,Elektronegativitit nicht, denn die
Elektronegativitit ist eine Eigenschaft von
einzelnen Atomen. Der Begriff ist trotzdem
ein Problem.

Mulliken definiert die Elektronegativi-
tat als:

Glg. 7.9.8
1
XM ::E(Em + El)

Das Subskript M steht fiir Mulliken. E; und
E., sind die Energie fiir die Ionisation und
den Elektronen-Einfang (,,ea* fiir ,,electron
acceptance®). Der letztere Vorgang ist gege-
ben durch die Reaktion

X(g) + e (g) > X'(g), wobei (g) anzeigt,
dass die Reaktion der Gasphase ablduft.!”
Die Elektronen-Einfang-Energie ist gleich
der Ionisations-Energie des betreffenden ne-
gativ geladenen lons. Halogene haben ein
positives E... Die Mulliken-Elektronegativi-

Born-Haber-Kreisprozess von Calcium(ll)chlorid

\:\ ('ll:‘_} + 2C1 ;) + 2¢
= A
= AHp,(Cl) 2 e AHEA s(CL
=~ Dissoziationsenergie von Cly
! g Elektro
canes )
Caih + Clygy+ 2¢
A
AHp, (Ca Y
Sl Ca?* +2C1
q) (g
Cay+ Clyig) + ¢
A
AHg (C
lor 195 (
[ (ol
Ca, .+ Cly, Gitterener
o/ - CaC'
A
AML(C
Subdimat nthaly (
Cag+ Cl (9)
AHY(CaCl Y
> ('(l('lgl\]
Ahstiind
Abb. 7.18

Die Gitter-Enthalpie von Salzkristallen ist direkt nicht messbar. Sie
wird aber iiber einen Kreisprozess zugénglich.
de.wikipedia.org/wiki/Born-Haber-Kreisprozess

tidt wird in Einheiten von eV (Elektronenvolt, 1 eV = 1.602x107!° J) angegeben.

172 Die Elektronen-Affinitit ist per Definition positiv, wenn die Reaktion exotherm ist. Grundsitzlich gibt es einen Unterschied zwi-
schen Energie und Enthalpie, denn die Anzahl der Teilchen halbiert sich. Es ist AcoH = Eea F — RT. Die Faraday-Konstante (F)
konvertiert zwischen den Einheiten eV und J/mol. Der additive Term RT beriicksichtigt die Volumenénderungsarbeit. Dieser Kor-
rekturterm (2.48 kJ/mol) ist aber in der Regel deutlich kleiner als der andere Term
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Pauling definiert die Elektronegativitit anders. Er betrachtet viele Bindungen eines Elements (wobei zu
kldren ist, welche der vielen Bindungen des Elements in diese Betrachtung eingehen) und definiert die Elekt-
ronegativitédt ausgehend von der Gleichung

Glg.7.9.9

kJ 2
D,y =D, Dy =96.48 (XA - XB)
mol

D sind die Dissoziations-Energien. Der Faktor 96.48 kJ/(mol eV) ist im Wesentlichen die Faraday-Kon-
stante. Sie konvertiert zwischen den Einheiten eV und kJ/mol. Nachdem auf der rechten Seite nur Differen-
zen zwischen Elektronegativitdten auftreten, muss eine einzelne Elektronegativitit willkiirlich gesetzt wer-
den Man gibt dem Fluor den Wert 3.98. Diese Setzung erfolgt mit dem Ziel, eine mdglichst gute Uberein-
stimmung zwischen Pauling- Elektronegativitdten und Mulliken-Elektronegativititen zu erreichen.

Glg. 7.9.9 ist liberbestimmt. Fiir 10 Atome gibt es 55 verschiedene Dissoziations-Energien zwischen
gebunden Paaren, aber nur 10 Parameter y.!”> Man muss die Zahlenwerte fiir y so anpassen, dass die Summe
der Abweichungsquadrate minimal wird. Die Summe der Abweichungsquadrate ist

Glg. 7.9.10

o AZB((DAB _m)_(%m& k—Jl(xA ~ s )ZDZ

mo

Die linke Seite dieser Gleichung heift in der Regel ebenfalls y%(chi-Quadrat). Dieses y hat nichts mit den
Elektronegativititen zu tun.!™

Das Verfahren nach Pauling ist umstdndlicher — aber ehrlicher. Die Elektronegativitét erhélt ihre Be-
deutung in chemischen Bindungen. Das Pauling-Verfahren ist ndher an der chemischen Realitit. Natiirlich
sind die Werte der Elektronegativitit nach Pauling leicht andere als die nach Mulliken.!”> Das Problem als
solches beschreibt einen wesentlichen Teil des ,,Programms® der Chemie. Wenn das Problem einfach ware,
wire die Chemie nicht die Chemie. Die Chemie versucht, Reaktionen zwischen Atomen aus den Eigen-
schaften der Atome zu erkldren. Sie versucht die Eigenschaften von Molekiilen aus den Eigenschaften der
Atome zu erkldren. Die Physikalische Chemie geht einen Schritt weiter und versucht, die Eigenschaften der
Stoffe aus den Eigenschaften der Molekiile abzuleiten. Das Problem exemplifiziert das Konzept des ,,Re-
duktionismus®. In den Fillen, in denen der Reduktionismus perfekte Ergebnisse liefert, wird das Wort nicht
verwendet und der betreffende Sachverhalt ist trivial.

Merke

— Man kann die Elektronegativitdt (nach Mulliken) tiber die Ionisierungs-Energien des betreffenden Atoms
und des zugehorigen negativen Ions definieren.

— FEine andere Definition nach Pauling baut auf den Bindungs-Energien von Paaren von Atomen auf. Weil
diese letztere Relation iiberbestimmt ist, muss man die Elektronegativitdten iiber eine Minimierung der
Abweichungsquadrate festlegen.

173 Es sind 55 Werte (statt 100 = 10 x 10) wegen der Symmetrie (D4s = Dg4). Die allgemeine Formel fiir die Anzahl der Werte ist
n(n + 1)/2, wenn n verschiedene Teilnehmer an einer Paarbildung vorliegen.

174 Vergleichen Sie mit den Hansen-Solubility-Parametern, Abschnitt 9.8.

175 Es gibt Modifikationen der Pauling-Formel. Bisweilen wird das arithmetische Mittel statt des geometrischen Mittels verwendet
((Da4 + Dgp)/2 statt (D4 x Dpp)"?).
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7.10 Reaktions-Enthalpien, Hessscher Wdrmesatz

Weil die Enthalpie eine Zustandsgrdf3e ist, kann man Reakti-
ons-Enthalpien stets als Differenzen von absoluten Enthalpien der
Produkte und Edukte schreiben. Insbesondere sind Reaktions-Ent-
halpien (genauso wie die Entropien und die Freien Enthalpien) addi-
tiv. Der letztere Sachverhalt wird in Abb. 7.19 illustriert.

Um Reaktions-Enthalpien zu errechnen, geht man von ,,Stan-
dard-Bildungs-Enthalpien* aus. Diese erhalten ein Subskript f fiir

,formation“. Es gilt

AH® =3 VA HE

Spezifische
Enthalpie [kJ/g]
Wasserstoff (H») 142
Methan 55
Oktan 48
Glukose 16
Tristearin (ein Fett) | 38
TNT 4.6
Li-Ionen Batterie 0.72
28y 20x10°
Antimaterie 180x10°
Tabelle 7.1

Reaktions-Enthalpien von verschiedenen
Energie-Tragern und Sprengstoffen (nor-
miert auf das Gewicht).

Glg. 7.10.1

Das Subskript CR steht fiir ,,chemical reaction. v; sind die stochiometrischen Koeffizienten (hier negativ fiir

die Edukte). Analoge Gleichungen gelten fiir die
Entropie und die freie Enthalpie. Die Standard-
Bildungs-Enthalpien von vielen Molekiilen findet
man in den Tabellenwerken.

Es gibt eine Besonderheit. Man konnte ver-
muten, die Standard-Bildungs-Enthalpie der Atome
sei null. Man hat aber eine andere Definition ge-
wihlt. Null ist per Definition die Standard-Bil-
dungs-Enthalpie der Elemente in der Verbindung
mit der niedrigsten Energie. Null sind also zum
Beispiel die Standard-Bildungs-Enthalpien von Ho,
Nz und O,. Bei Metallen wihlt man die Phase mit
der niedrigsten Energie. Es gibt ein Ausnahme.
Null ist die Standard-Bildungsenthalpie von wei-
Bem Phosphor, weil diese Phase am besten repro-
duzierbar herstellbar ist. Noch niedriger in der
Energie liegt der schwarze Phosphor, der sich unter
hohem Druck bildet. Weiller Phosphor bildet sich
zuerst und ist metastabil.!7®

B
A Y
ClGraphite) + O2(9)
o]
.A“I{;; = —llll—
) mol
CO(g) Y
kJ
ApH, = -393—
mol
kJ
ApHy; = —282—
mol
SLC1C)N S S
Abb. 7.19
Gemil dem Hessschen Wiarmesatz sind Reaktions-
Enthalpien additiv.
de.wikipedia.org/wiki/Hessscher Wirmesatz

Es gibt ein Problem bei den Ionen. Aufgrund der Elektroneutralitidt konnen Kationen und Anionen auf

makroskopischer Ebene immer nur gemeinsam hergestellt werden. Deshalb sind nur die Summen der Bil-
dungs-Enthalpien und -Entropien experimentell zugénglich. Man definiert die Standard-Bildungs-Enthalpie

und die Standard-Bildungs-Entropie von H' in Wasser (wie immer man dieses Objekt auch nennen mag; H',

176 Es gibt hier eine Feinheit: Es gilt AdT© = 0 und A/G© = 0 fiir die Elemente im Zustand niedrigster Energie unter Standard-Bedin-
gungen. Dann ist sicherlich auch AS© = 0. Diese so definierte Standard-Bildungsenthalpie darf aber keinesfalls verwechselt wer-
den mit der absoluten Entropie geméf Abb. 7.2. Hier besteht eine Quelle erheblicher potentieller Verwirrung.
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H;0", ...) als Null. Von da aus sind auch die Standard-Bildungs-Enthalpien (und Standard-Bildungs-Entro-
pien in gleicher Weise) aller anderen Ionen einzeln definiert.!”’

Aus mikroskopischer Sicht ist Setzung A4 = 0 etwas unbefriedigend. Man kann diesen Wert errech-
nen und in gewissen Grenzen an geladenen Wasser-Clustern auch messen. Die betreffenden Werte liegen in
der GroBlenordnung von 1095 kJ/mol. (Man beachte den hohen Wert.) Ein dhnliches Problem stellt sich in
der Elektrochemie, wenn man das Standard-Potential der Normal-Wasserstoff-Elektrode als null definiert.
Aus praktischer Sicht sind damit alle Rechnungen konsistent, aber aus physikalischer Sicht ist dieser Wert
irrefithrend.

Es sind Standard-Bildungs-Enthalpien fiir viele Molekiile tabelliert. Unter diesen Werten gibt es aber
insofern eine gewisse Systematik, als man die Gesamt-Standard-Bildungs-Enthalpien durch eine Summe von
Standard-Bildungs-Enthalpien von einzelnen Bindungen approximieren kann. Es gilt ,,Gruppen-Additivitat.
(Sie gilt approximativ.) Abb. 7.20 zeigt eine Tabelle von solchen Bindungs-Enthalpien. Merken Sie sich die
Bindungs-Enthalpie der C-C Einfach-Bindung. Beachten sie auch, dass diese ,,mittleren“ Bindungsenergien
(gemittelt Giber einen gewissen Satz von Molekiilen, Einzelheiten durchaus kompliziert) nicht genau den Dis-
soziations-Energien gemessen an kleinen Molekiilen entsprechen. (In etwa entsprechen sie sich natiirlich

schon.)
FONS- ; ; 7 Table 2.6. Bond dissociation

Reaktions-Enthalpien sind fiir Brennstoffe und Sprengstoffe enthalpies, AHS(ABI/(k) mol-")
besonders interessant. Man bezieht dann AzH meist auf das Ge- at 298K
wicht, nicht auf die Stoffmenge. Einige Zahlenwerte finden sich H—CH, 435
in Tabelle 7.1. H—C 431

H—H 436

Beachten Sie, dass es durchaus spontane Reaktionen mit po- ::8” :gg
sitivem AzH geben kann. Ein Beispiel ist N2O4(g) — 2NOx(g). H,C—CH, 368
Es sind AxH = 57.2 kJ/mol und AzS'= 175.8 J/(mol K). Bei Dissociation: AB(g) - Alg) + B(g).

T=297 K ist AgH = +4.8 kJ/mol. Das Gleichgewicht liegt also

eher bei den Edukten. Das dndert sich beim Heizen. Bei Table 2.7, Mean bond enthalpies,

T=373 K ist AxH = —8.4 kJ/mol. Dies ist eins der vielen Bei- B(A—B)/(kJ mol™")

spiele fiir den Wettstreit zwischen Entropie und Enthalpie, bei H c N 0

dem die Temperatur den Schiedsrichter spielt. Weil AkG nicht N a3

sehr verschieden von Null ist, handelt es sich um eine Gleichge- c 412 e334112

wichts-Reaktion. Statt N2O4(g) — 2NOx(g) sollte man besser 838

schreiben N>O4(g) < 2NOx(g). NG g?g lgg
Kalorimetrie ist nicht der einzige Zugang zu den Reaktions- 0 463 360 ?g‘; 146

Enthalpien. Fiir Reaktionen in der Gas-Phase wurde oben schon 7

der spektroskopische Zugang erwihnt. Weiter unten wird fiir die gﬁsster%l::n;oﬂ:is:r:c Jg;lzfng'e'“”b'e'

Gleichgewichts-Konstante einer chemischen Reaktion eine Tem- Abb. 7.20

peratur-Abhéngigkeit gemal van‘t Hoff (Abschnitt 10.6) hinzutre- | Dissoziations-Energien und mittlere Bin-

ten. Aus dieser Temperatur-Abhéngigkeit kann man die Reakti- dungs-Energien.

P.W. Atkins, Physical Chemistry, Kap. 2.5

ons-Enthalpie errechnen.

177 Zum Beispiel ist die Standard-Bildungs-Enthalpie von Cl-(aq) gleich der Standard-Bildungs-Enthalpie von einem Mol H*(aq) plus
der Standard-Bildungs-Enthalpie von einem Mol Cl~(aq), denn die Standard-Bildungs-Enthalpie von H*(aq) ist per Definition null.
Die Summe beider Enthalpien ist die Losungsenthalpie von HCl in Wasser.

120



Wenn man die die Reaktionswéarmen von etwas grofleren Molekiilen sucht, sto3t man schnell auf ein

,,Datenvakuum® (so der Ausdruck in Wikipedia). Die folgenden Uberlegungen helfen weiter:

— Die Temperaturabhéngigkeit geméf Kirchhoff-Formel (Glg. 7.9.2) ist oft relativ klein. Die spezifischen
Wiérmen liegen bei 3R = 25 J/(mol K). Multipliziert mit der betreffenden Temperatur-Differenz (einige
10 bis einige 100 K), ergeben sich immer noch Werte, die deutlich kleiner sind als 100 kJ/mol. Letzteres
sind typische Reaktions-Enthalpien.

— Ob die Reaktion in der fliissigen Phase oder der Gasphase stattfindet, hat einen eher kleinen Einfluss auf
die Reaktionsenthalpie. Grundsitzlich besteht dieser Einfluss natiirlich durchaus. Deshalb wird in den
Reaktionsgleichungen oft die Phase in Klammern mit angegeben.

— Fiir viele Reaktions-Enthalpien spielen Seitengruppen des Molekiils, die nicht an der Reaktion beteiligt
sind, keine Rolle. Es ist unerheblich, ob man ein langkettig alkylsubstituiertes Ethylen bromiert oder
Ethylen selbst. Die Reaktionswérme pro (C=C)-Doppelbindung unterscheidet sich kaum zwischen ver-
schiedenen Reaktionen. (Diese letzte Bemerkung wiederholt die Ausfiihrung oben zu den Enthalpien in
einzelnen Bindungen.)

Merke

— Reaktions-Enthalpien und -Entropien berechnet man als Differenzen zwischen den Standard-Bildungs-
Enthalpien und -Entropien von Produkten und Edukten.

— Es gibt auch Bildungs-Enthalpien von einzelnen Bindungen. Diese errechnet man, indem man die Bil-
dungs-Enthalpien additiv aus den Bildungs-Enthalpien der einzelnen Bindungen aufbaut und die Werte so
anpasst, dass die Rechnung fiir eine gro3e Anzahl von Molekiilen approximativ korrekt ist.

— Die Bindungs-Enthalpie der C-C Einfachbindung ist 350 kJ/mol.
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8 Phasenkoexistenz reiner Stoffe
8.1  Zum Begriff der Phasen, Phasendiagramme

Innerhalb einer ,,Phase* gibt es keine sprunghaften Anderungen der physikalischen Parameter wie
Dichte oder Brechungsindex. Nur an den Phasengrenzen gibt es sol-

che Diskontinuitdten. Verschiedene Phasen sind meist durch verschie- o ® »
dene Ordnungszustdnde charakterisiert. Es gibt bisweilen graduelle O
o E ) Komponenten _@ o
Verinderungen von Parametern. Z.B. sinkt in der Atmosphére mit o ® ®
steigender Hohe die Dichte. Solche Gradienten treten auch manchmal [ o ©
in Gegenwart von elektrischen oder magnetischen Feldern auf. Sie .. e® © °
gelten im Folgenden als unbedeutsam. o
Phasen o .
Verwechseln Sie nicht die Koexistenz verschiedener Phasen :&:ﬂ”
(meist mit griechischen Indizes, a,f,...) mit der Koexistenz verschie- ° o 5
dener Komponenten (Indizes entweder 1,2,... oder A,B,...). Ver- Komponenten o o @ o
wechseln sie nicht ein Phasengleichgewicht mit einem chemischen + Phasen .. ®o
Gleichgewicht. Diesen Unterschied soll Abb. 8.1 illustrieren. In die- a%:eé&
sem Abschnitt werden nur reine Stoffe betrachtet. Abb. 8.1
o o ) ) ) ) Zur Verteilung von verschiedenen
Die fiir die Praxis wichtigsten Phasen sind sicherlich der Kristall, Komponenten iiber verschiedene
die Flissigkeit und der Dampf. Abb. 8.2 zeigt das klassische Phasen- Phasen.

diagramm in pT-Form. Weil die gewéhlten Parameter intensiv sind,
sind Koexistenz-Bereiche Linien. Es gibt keine verbotenen Bereiche wie in Abb. 3.9. Bevor wir uns be-
schrianken, ein kurzer Blick auf die durchaus vielseitige Phasenvielfalt

abseits dieser einfachen Fille: p 1

— Feststoffe kommen oft in mehreren Kristall-Modifikationen vor.
Fir Eis sind besonders viele solcher Modifikationen bekannt (mehr
als 10). Diese fest/fest Uberginge sind oft kinetisch inhibiert und
daher schwer zu beobachten.

kritischer Punkt

— Zwischen kristalliner Phase und fliissiger Phase befinden sich

manchmal teilgeordnete ,,Mesophasen®, wie der nematische Abb. 8.2
und/oder der smektische Fliissigkristall (Abschnitt 4.5.1). Ein Phasendiagramm in p7-Form.

— Es gibt magnetische Phasen (ferro-, ferri-, antiferro-, ...)

— Bei tiefen Temperaturen nehmen Quanten-Effekte einen Einfluss auf das Phasenverhalten (supraleitend,
suprafluid, Bose-Einstein-Kondensation...). Es sei auf eine Kuriositit hingewiesen. *He bei p = 30 bar
und 7~ 0.1 K kristallisiert beim Aufheizen. Dies ist der Pomeranchuk-Effekt. Bei diesem Ubergang
steigt simultan mit der Kristallisation die Unordnung in der Ausrichtung der Spins. Der Ubergang wird
getrieben von der Unordnung der Spins, welche die Entropie in der Summe steigen 14sst.

— Zuriick zur Raumtemperatur: Die Phasenvielfalt wird erneut hoch erfrischend, wenn man Mischungen
zuldsst. Die Vielfalt ist so groB3, dass man ebenso wenig alle Phasen einzeln beschreiben konnte, wie man
alle denkbaren Molekiile mit weniger als 100 Atomen benennen kann (Stichwort: ,,kombinatorische Ex-
plosion®).

8.2  Die Gibbssche Phasenregel

Bevor wir die Lage der Phasenkoexistenz-Linien im Phasendiagramm berechnen, besprechen wir die
Gibbssche Phasenregel. Fir ein gegebenes System sind die ,,Freiheiten” (F) die Anzahl der Moglichkeiten,
den Punkt im Phasendiagramm, der diesem System entspricht, hin und her zu schieben. (Verwechseln Sie
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nicht diese Freiheiten mit den Freiheitsgraden aus Abschnitt 7.6.) Die Freiheiten erkldrt man am besten an-
hand von Abb. 8.2. Am Tripelpunkt ist 7= 0. An Phasenkoexistenz-Linien ist F = 1. Innerhalb der Flachen
abseits der Koexistenz-Linien ist ' =2. Achtung: Am kritischen Punkt ist formal F = 0, aber am kritischen
Punkt gilt die Gibbssche Phasenregel nicht.

Nun zum Inhalt der Gibbsschen Phasenregel. Sei die Anzahl der Komponenten K und die Anzahl der
Phasen P. Dann gilt

Glg. 8.2.1
F=K-P+2

Nochmals zuriick zu den Beispielen. Am Tripelpunkt liegen drei Phasen und eine Komponente vor. Es ist
F=1-3+2=0. Aufder Koexistenz-Linie liegen zwei Phasen und eine Komponente vor. Esist F= 1.

Der allgemeine Beweis der Gibbsschen Phasenregel geschieht durch Abzdhlen der Parameter des Sys-
tems einerseits und Abzdhlen der Gleichungen, die zwischen diesen freien Parametern bestehen, andererseits.
Die Anzahl der Parameter minus der Anzahl der Gleichungen ergibt die Anzahl der ,,freien Parameter, also
der Freiheiten.

Die Parameter eines Systems mit K Komponenten und P Phasen sind der Druck, die Temperatur und die

K Molenbriiche in jeder der P Phasen. Diese Anzahl ist also (K+2)xP. Die Anzahl der Gleichungen zahlt
man wie folgt ab:
— Hydrostatisches Gleichgewicht = gleicher Druck in allen Phasen = P — 1 Gleichungen
— Thermisches Gleichgewicht = gleiche Temperatur in allen Phasen = P — 1 Gleichungen
— Stoffliches Gleichgewicht = gleiches G fiir alle Komponenten und alle Phasen

= Kx(P - 1) Gleichungen
— Summe der Molenbriiche ist iiberall eins = P Gleichungen

Man zdhlt die Freiheiten ab gemal3

Glg. 8.2.2
F=(K+2)P—(P-1)-(P-1)-K(P-1)-P

Uberzeugen Sie sich, dass dies zu Glg. 8.2.1 fiihrt.

Es gibt eine Feinheit bei der Definition der ,,Komponente®. Wenn in einem System zwei verschiedene
Molekiil-Spezies in einem chemischen Gleichgewicht miteinander stehen, dann hat der oder die Experimen-
tator:in keine Moglichkeit, beide Konzentrationen separat einzustellen und die beiden Stoffe zéhlen als eine
einzige Komponente. Ein Beispiel sind H, OH™ und H,0.!” Das Autoprotolyse-Produkt legt den Quotien-
ten [H+][OH]/[H20] als 107 mol/L fest (bei 25°C). Deshalb zéhlen diese drei Molekiile als nur zwei Kom-
ponenten. Man spricht nur vom pH Wert. Man kann einen pOH Wert definieren als den negativen dekadi-
schen Logarithmus von [OH™]. Dann gilt aber immer pH + pOH = 14 und der pOH ist ,,eine Variable zu
viel“. Man sollte gar nicht vom pOH reden, denn der ,,pOH* ist fest an den pH gekoppelt.

Achtung: Die Gibbssche Phasenregel gilt nicht am kritischen Punkt.

178 In diesem Skript ist auch dann von H* die Rede, wenn es sich um H3O"*-Ionen handelt.

123



8.3 Lage der Koexistenz-Kurven, Druck-Abhdngigkeit des Siedepunkts

Es ist im Folgenden das Ziel, die Lage der Koexistenz-Kurven im pT-Diagramm zu berechnen. Dazu
stellen wir eine Differenzialgleichung flir peoex(7eoex) auf und losen diese. Das Subskript coex steht fiir
Koexistenz.

Weil zwischen beiden Phasen stoffliches Gleichgewicht besteht, sind die molaren Freien Enthalpien in
den beiden Phasen gleich grof3:

Glg. 8.3.1
Goc (pcoex > T;oex ) = GB (pcoex > T;oex )
Wir betrachten eine infinitesimale Strecke auf der Koexistenzkurve. P :
Mit dieser Strecke ist eine infinitesimale Anderung der beiden Freien fest : .

. . R S i | flissig  J yitischer
Enthalpien verbunden. Weil iiberall gilt G, = Gp, muss auch fiir die in- Punkt
finitesimale Anderung gelten / gasférmig

Glg. 8.3.2
dGoc coex dGﬁ coex T
’ ’ Abb. 8.3
Die Steigung der fest-fliissig Koexis-
Wir fithren die Differentiation aus gemaf3 tenz-Linie kann positiv oder negativ
sein.
dG, dG dG dG, Glg. 8.3.3
AT | |dp = | AT [ = AP
dTr dp dTr dp

Die Differential-Koeffizienten sind gemafl der Fundamental-Gleichungen mit der Entropie und dem Volu-
men verkniipft. Es ergibt sich

~ ~ ~ ~ Glg. 8.3.4
=S, 4T +V,dp =—=S,dT +V,dp

Wir trennen die Variablen:
Glg. 8.3.5
_(Sa _Sﬁ)dT:(Vﬁ _Va)dp

Wir bilden den Differential-Quotienten, geben den Differenzen neue Namen und erhalten die Clapeyron-
Gleichung:

(d_pj _AS
ar ). AV

Die Clapeyron-Gleichung ist die gesuchte Differential-Gleichung. Sie gilt fiir alle Phasengleichgewichte.

Glg. 8.3.6
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Betrachte zunéchst die Koexistenz zwischen Kristall und Fliissigkeit. Fiir diesen Phaseniibergang sind
AsSund AgisVin etwa konstant.'” Deshalb ist die Phasenkoexistenz-Linie nahezu eine Gerade. Weiterhin
ist die Volumen-Anderung relativ klein. Deshalb liegt die Gerade relativ steil im pT-Diagramm. An dieser
Stelle spielt das Wasser eine gewisse Sonder-Rolle weil sich Wasser beim Schmelzen kontrahiert. Es ist
AssV < 0 und die Koexistenzlinie hat — im Unterschied zu den meisten anderen Stoffen — negative Steigung.

Die negative Steigung der Koexistenzlinie fithrt dazu, dass Wasser in einem bestimmten Temperatur-
Bereich unter hohem Druck schmilzt. Deshalb flieBen Gletscher. An dieser Stelle muss man aber der Vor-
stellung entgegentreten, dass auch das Eislaufen auf diesem Effekt beruhe. Das liest man immer wieder, es
ist im Allgemeinen nicht richtig. Um dies einzusehen, setzen wir Zahlenwerte ein. Fiir Wasser gilt
AjisH = 6 kJ/mol und Az V= -9% 18 mL/mol = —1.6-10~ m*/mol. Wir erinnern an die Relation

AusH = Tps AsisSund wenden den Inverter an:

Glg. 8.3.7

T. AV,
{d_Tj _ L g0 K
dp oo AH fus Pa

Im letzten Schritt wurden die Zahlenwerte eingesetzt. Den Druck schitzen wir ab als p = mg/A4 mit

2 =9.81 m/s? der Erdbeschleunigungskonstante, m ~ 100 kg dem Gewicht und 4 ~ 10 cm? der Kontakt-
fliche. Mit diesen Werten wird der Druck zu 10° Pa (entsprechend 10 bar) und die Schmelztemperatur sinkt
um 0.07°C. Die Temperatur des Eises liegt aber meist unter —0.07 °C und der Druck reicht dann nicht aus,
um das Eis schmelzen zu lassen.

Dass man auf Eis rutscht, hat zwei Griinde. Erstens gibt es bei Eis eine Grenzflichen-Anomalie. Auf
der Oberflache von Eis befindet sich eine sehr diinne Schicht von fliissigem Wasser. Man spricht von
,surface melting®.'® Weiterhin entwickelt sich Warme, sobald ein Gleiten eingesetzt hat. In der Folge
schmilzt das Eis lokal. Die Details sind kompliziert und werden im Kontext des Profi-Skisports praxisnah
studiert.

Zur Fliissig-Dampf Koexistenz: In diesem Fall ist der Wert fiir Ay, ¥, der in die Clapeyron-Gleichung
eingeht, nicht konstant und die Koexistenz-Linie ist deshalb keine Gerade. Es gilt

Glg. 8.3.8

— — RT
AvapV = Vvap - I/qu ~ Vvap ~ 7

GemilB Annahme war das molare Volumen der Fliissigkeit (18 mL fiir Wasser) viel kleiner ist als das molare
Volumen des Dampfs (24.79 L bei 25°C). Weiterhin haben wir fiir das Volumen des Dampfs das ideale
Gasgesetz angewandt. Damit wird aus der Clapeyron-Gleichung die Relation

Glg. 8.3.9

() A g
coex TAvapV TZR

a7 B

179 Das Subskript fies (von englisch ,,fusion‘) steht fiir den Schmelzvorgang.

180 Surface melting gibt es bei vielen Substanzen. Surface melting ist einer der Griinde, warum es schwer ist, Kristalle zu iiberhitzen.
Die geschmolzene Oberfliche nukleiert das Schmelzen des Bulk. ,,Bulk® ist ein Anglizismus und meint das Gegenteil von ,,Ober-
flache*.

125



Wir approximieren weiterhin A,,,H als Temperatur-unabhéngig. (A,q,H fiir Wasser ist etwa 40 kJ/mol, die
spezifischen Warmen liegen in der Groenordnung von R, also von 8 J/(mol K)). Damit ist aus der Clapey-
ron-Gleichung erneut eine Differential-Gleichung geworden, die man 16sen kann. Beachten Sie die Faktoren
p und 1/T? auf der rechten Seite. Trennung der Variablen fiihrt zu

_ Glg. 8.3.10
& _ A, ar
p R T
Wir integrieren auf beiden Seiten
B Glg. 8.3.11
jr @ B AvapH J«T df
~ =2
oy P R I, T
Die Stammfunktion sind In p und —1/T:
Glg. 8.3.12
A, H
m P S L1
Pre R T T,
Dies ist die Gleichung von Clausius und Clapeyron. Man kann noch einmal umformen zu
Glg. 8.3.13

| A1 1
p pref p R T Tref

Man kann als Referenzdruck 1 bar wihlen und als Referenz-Temperatur den Siedepunkt 75. Am Siede-
punkt ist A,,,G = 0 und deshalb A,,,H = Ts AypS. Man erhilt aus Glg. 8.3.12:

Glg. 8.3.14
'S 4% P2
p ALH? ALS

vap

_l’_
p° RT R

Dies ist die ,,integrierte Form der Clausius-Clapeyron-Gleichung®. Man kann umschreiben zu

A 82 A H?
% — exp Vllp exp _ V(l]l
p R RT

Wir schreiben nochmals um zu

Glg. 8.3.15

Glg. 8.3.16

- k,T

%] 9]
p lig,molecule

%]
p _ Qvap,molecule exp[ Agvap,malecule}
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Das Subskript molecule besagt, dass sich die GroB3e auf einzelne Molekiile bezieht. Sie erkennen den Zu-
sammenhang mit dem Boltzmann-Gesetz (Abschnitt 5.13). Die integrierte Form der Clausius-Clapeyron-
Gleichung hitte man auch direkt aus dem Boltzmann-Gesetz herleiten konnen. Mit der Herleitung iiber die
Clapeyron-Gleichung (Glg. 8.3.6) folgen wir den Ublichkeiten.

Kasten 8.1: Sollte man statt A,q,H ~ const nicht ansetzen Az,S ~ const?

Unterhalb von Glg. 8.3.9 wurde A,,,H als konstant approximiert. In der Clapey- 100
ron-Gleichung wurde dann A,,,S ersetzt durch A,q,H/T. In Abschnitt 7.9.3
(Trouton-Regel) wurde aber behauptet, es sei Av,pS ~ const = 10.5 R. Hier liegt
eine gewisse Inkonsistenz vor.

Wenn man den Dampfdruck ausgehend von A,,,S = const berechnet, stimmt das
Ergebnis fiir Wasser nicht viel besser mit dem Experiment {iberein als die Glei-
chung von Clausius und Clapeyron (siche die Abbildung rechts).

Es wire auch keine Hexerei, die Temperaturabhéngigkeit von A,q,H gemil
Kirchhoff-Gesetz (Glg. 7.9.2) bei der Rechnung iiber A,,,H zu beriicksichtigen.
Das wiirde die Ubereinstimmung von Modell und Experiment in der Abbildung
rechts ebenfalls verbessern.

- G

Kann man auch mit A,,,S = 10.5 R rechnen? Natiirlich kann man das. Aus Glg. £ 107!
8.3.9 wird dann g
[d_pj - A"“”‘i:Av §L:10_5_P — Exper.lment

AT )epee AL,V “PTRT T T Clausius-Clapeyron
Trennung der Variablen fiihrt zu = AypS=const
10597 0 25 50 75
P T T [deg C]
Integration ergibt

2 45 TAT T T 105

[Z£=105[ mL=w0sm_—,  p(1)=p, (_]
pref p Tref T p ref ref Ivref

100

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung wirft natiirlich die Frage auf, wie gut denn das Experiment von ihr
beschrieben wird. Abweichungen kann man vermuten, denn bei der Herleitung wurden Annahmen gemacht.
Der Dampfdruck iiber Fliissigkeiten ist von erheblicher praktischer Bedeutung und die Clausius-Clapeyron-
Gleichung ist es auch.

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung ist die Praxis meist nicht gut genug. Man ersetzt sie aber nicht
durch irgendeine empirische Formel (z.B. p = pres+ A(T — T,ep) + B(T — Trp)*), sondern man geht von Clau-
sius-Clapeyron aus und modifiziert diese Gleichung leicht, um mit mdglichst wenigen Parametern eine mog-

lichst gute Anpassung an das Experiment zu erreichen. Eine dieser Modifikationen ist die Antoine-Glei-
chung:

Glg. 8.3.17
B

In( p(T)[Torr]) =4 ————
(p(T)[Torr]) CIFC]
Man sieht der Antoine-Gleichung die Historie an. Heute wiirde niemand einen Druck in Torr ausdriicken.'®!
Aber Uber die Jahre sind viele ,,Antoine-Parameter (die Werte fiir 4, B, und C auf der rechten Seite) gemes-
sen und tabelliert worden. Wenn man diese Tabellen nicht alle umschreiben will, schlief3t man Frieden mit

181 Das NIST benutzt die Einheit bar, siche die Schlussbemerkung zu diesem Abschnitt. 1 bar entspricht 750 Torr.
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dem Torr. Wenn der Parameter C gleich null ist, entspricht die Antoine-Gleichung der Clausius-Clapeyron-
Gleichung.'®?

Das Verfahren, welches zur Antoine-Gleichung gefiihrt hat, hat zwei Vorteile. Zum ersten beschreibt
die Antoine-Gleichung mit nur drei anpassbaren Parametern das Experiment relativ gut. Wenn man eine
Taylor-Entwicklung in T — T,.r vornehmen wiirde, briuchte man mehr Terme, um denselben Grad an Uber-
einstimmung zu erreichen. Der zweite Vorteil ist, dass man die Terme A4 und B physikalisch interpretieren
kann. Auch wenn man empirisch arbeitet (arbeiten muss), versucht man stets, moglichst nahe an einem phy-
sikalisch bedeutsamen Bild zu bleiben. Das ist hier geschehen. Die Parameter 4 und B sind in etwa propor-
tional zu den GroBen AvapS© und Ay, aus Glg. 8.3.14. Man ging von Clausius-Clapeyron aus und hat nur
an einer Stelle eine Konstante C hinzugefiigt. Diese Konstante C kann man natiirlich auch physikalisch in-
terpretieren. Sie hidngt damit zusammen, dass A,,,H von der Temperatur abhéngt, dass der Dampf kein idea-
les Gas ist, und dass das molare Fliissigkeitsvolumen zwar klein ist, aber trotzdem in A,V eingeht. Aber an
dieser Stelle vermeidet man es, in die Details einzusteigen.

Zwei abschlieBende Bemerkungen:
— Man die Clausius-Clapeyron-Gleichung nach A,,,H umstellen und so A,,,H bestimmen, ohne auf Kalori-
metrie zuriickgreifen zu miissen. Meist geht man von Glg. 8.3.14 aus und schreibt sie um als

Glg. 8.3.18
dl /p .

R n(p pref)

a(1/7)

Dies ist eine recht allgemeine Weisheit. Bestimmte Energien kann man bestimmen {iber — erstens — eine

direkte Messung (z.B. iiber Kalorimetrie) und — zweitens — aus der Steilheit der Temperaturabhéngigkeit

von Gleichgewichten, in welche diese Energien eingehen. Ein weiteres Beispiel fiir eine solche Situation
ist Glg. 10.6.1, angewandt in Kasten 10.1.

— Die Clausius-Clapeyron-Gleichung gilt analog auch fiir die Sublimation. Wir schétzen ausgehend von
der Antoine-Gleichung und den Antoine-Parametern, welche das NIST ins Netz gestellt ha‘[,183 den Subli-
mations-Dampfdruck von Aluminium ab. Das NIST schreibt die Antoine Gleichung als
logiop[bar] =A — BT+ C).

Die Parameter von Aluminium fiir den Temperaturbereich von 1500 bis 2300 K sind 4 = 5.73,
B=13204 K und C =-24 K. Obwohl diese Parameter grundsétzlich nur fiir den angegeben Temperatur-
Bereich gelten, extrapolieren wir zu Raumtemperatur. Bei Raumtemperatur ist geméaf3 dieser Extrapola-
tion logigp[bar] ~—42. Schitzen Sie die Anzahl der Atome in einem Liter ab.

Die Zahlen sind so unglaublich klein, weil die — recht hohe — Sublimations-Enthalpie im Exponenten
steht. Dieselbe Situation findet man bisweilen bei den Aktivierungs-Energien von chemischen Reaktio-
nen vor. Wenn die letzteren einige 100 kJ/mol betragen, finden die betreffenden Reaktionen gemaf3 Arr-
henius-Gesetz zwar im Prinzip immer noch statt, aber die Raten sind unmessbar klein.

Merke
— Die Steigung der Koexistenz-Kurven im pT-Diagramm ist A,.S/A,V = ApH/(TyAiV)

182 Das wire strikt richtig, wenn die Temperaturen in Grad Kelvin ausgedriickt wiren. Weil sie aber in °C ausgedriickt sind, ist es
nur ungefihr richtig. Wenn sie in Grad Kelvin ausgedriickt wéren, wiirde gelten 4 =— In(1 Torr / 1 bar) + AvapF/(R Thoit) und
B = AvipH/R. Dabei wurde als Referenzzustand das siedende Gas bei Atmosphirendruck gewihlt.

183 webbook.nist.gov/cgi/cbook.cgi?ID=C7429905&Mask=4& Type=ANTOINE&Plot=on#ANTOINE
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— Der Umstand, dass man auf Eis rutscht, geht nicht allein auf die negative Steigung der Koexistenzlinie
zurlick, obwohl eine solche Interpretation nahe liegt. Wichtig ist auch das Oberflichen-Schmelzen.

— Oberflachen-Schmelzen findet hdufig statt. Weil diese Schicht am Schmelzpunkt die Tropfenbildung
nukleiert, werden Kristalle normalerweise nicht tiberhitzt. Die ,,Schmelztemperatur® kann man deshalb
einfacher messen als die Kristallisations-Temperatur (beide sind gleich).

— GemaiB Clausius-Clapeyron steigt der Siedepunkt von Fliissigkeiten mit steigendem Druck.

— Aus der Clausius-Clapeyron-Gleichung kann man die Verdampfungs-Enthalpie erschlieBen.

— Es gibt einen Zusammenhang zwischen der Clausius-Clapeyron-Gleichung und der Boltzmann-Vertei-
lung.

8.4 Phasenkoexistenz und chemisches Potential

Bei Phasenkoexistenz stehen zwei verschiedene Phasen miteinander in einem stofflichen Gleichgewicht.
Deshalb miissen die Fundamental-Gleichungen um die Stoffmenge erweitert werden. Wir definieren zu-
nichst das chemische Potential als

_9G _[da
Ho on, dn, o

J ist der Index der Komponenten. Jede Komponente hat ihr eigenes chemisches Potential. ' steht fiir alle

Glg. 8.4.1

Komponenten auBler der Komponenten J. In diesem Abschnitt betrachten wir nur reine Stoffe. Dann ist
u=G. Das chemische Potential ist dann gleich der molaren Freien Enthalpie. (Fiir Mischungen ist genau
das nicht Fall.)

Wer es sich anschaulich wiinscht, darf sich das chemische Potential als den ,,Ich will hier weg-Parame-
ter* denken. Je hoher das chemische Potential einer Komponente J ist, desto groer ist deren Tendenz, den
betreffenden rdumlichen Bereich oder die betreffende Phase zu verlassen. Der ,,Ich will hier weg-Parameter*
konnte hoch sein, weil es hier so voll ist (er konnte Entropie-dominiert sein), oder er konnte hoch sein, weil
es repulsive Wechselwirkungen zu Personlichkeiten in der ndheren Umgebung gibt (er kdnnte Enthalpie-
dominiert sein).

Nachdem das chemische Potential eingefiihrt ist, erweitern wir die Fundamental-Gleichungen zu

Glg. 8.4.2
dU =TdS — pdV + > p,dn,
J

dH =TdS +Vdp+ ) p,dn,
J
d4 =-8dT - pdV + > p,dn,
J
dG =-SdT +Vdp + Y _n,dn,
J

Glg. 8.4.1 hat eine Implikation, die aus Glg. 8.4.2 nicht unmittelbar evident ist. Man hitte das chemi-
sche Potential auch iiber U, H oder 4 definieren kénnen. Es gilt
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=l = =|—]| =|-—
dn, o7 dn, s dn, ), o \dn, ), .

Glg. 8.4.3

Eine Randbemerkung: Wenn eine Umgebung fiir eine bestimmte Komponente ein konstantes chemi-
sches Potential erzwingt (z.B. einen pH oder eine Luftfeuchte) kann es glinstig sein, mit ,,groBkanonischen

Potentialen* zu arbeiten. Eines dieser grokanonischen Potentialen ist gegeben als ® = G — un. ® und G
sind iiber eine Legendre-Transformation verkniipft (Abschnitt 6.2). Es gilt d® =dG — ndp und d® = 0 bei
konstantem p, T und p. In diesem Skript bleiben grokanonische Potentiale auflen vor, aber die Algebra ist

in den Grundziigen aus Abschnitt 6.2 bekannt.

Wenn zwei Systeme in einem stofflichen Gleichgewicht miteinander stehen, ist die Summe der Freien

Enthalpien minimal. Wenn eine Stoffmenge drn von einer Phase o in eine Phase [3 libertritt, ist dny, = —dnp.

Wir bezeichnen dn, als dn. Es gilt also

dG dG, dG dG,
O = d « + d = d a — d = “‘J,a — “’J,ﬁ
Nja),r Mg )1 Nja),r "ia),r

und deshalb

Ko =Hsp

Deshalb ist das chemische Potential so wichtig. Wenn fiir eine Komponente
ein stoffliches Gleichgewicht vorliegt, ist das chemische Potential dieser
Komponenten iiberall gleich grofs. Dies gilt auch Mischungen, nicht nur fiir
reine Systeme. Ein Vorgriff: Auch wenn sich ein chemisches Gleichgewicht
zwischen zwei Komponenten einstellt, dann haben diese beiden Komponen-
ten das gleiche chemische Potential.

Merke

— Das chemische Potential ist gegeben als ;= (dG/dny)p .

— Wenn fiir eine Komponente ein stoffliches Gleichgewicht besteht, ist das
chemischen Potential dieser Komponente iiberall gleich groB.

8.5  Das chemische Potential reiner Stoffe als Funktion von Temperatur
und Druck

Fiir reine Stoffe ist das chemische Potential insofern tibersichtlich, als es
identisch mit der molaren freien Enthalpie ist. Es ist niitzlich, sich an dieser
Stelle einige Sachverhalte in Erinnerung zu rufen. Es gibt einfache und hilf-
reiche diagrammatische Darstellungen dieser Sachverhalte.

Glg. 8.4.4

Glg. 8.4.5

fliissig

Gas

fest
fliissig

Abb. 8.4

Das chemische Potential als Funktion

von Temperatur und Druck
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Die Ableitung von p nach der Temperatur ist gegeben als
du (dG -
B e Y
dr \dT ,

Nachdem die Entropie stets positiv ist, ist u eine monoton fallende Funktion von 7. Weil die Entropie an-
steigt in der Folge Kristall — Fliissigkeit — Gas nimmt auch die Steigung entsprechend ab (Abb. 8.4 oben).
Bei den Koexistenz-Temperaturen schneiden sich die betreffenden Linien, denn bei Phasenkoexistenz haben
beide Phasen die gleiche Freie Enthalpie. Rechts und links der Schnittpunkte liegen die metastabilen Berei-
che. Beachten Sie, dass n(7) in den einzelnen Bereichen nicht etwa Geraden bildet. Die Steigung (gleich

Glg. 8.5.1

—S) ist nicht konstant und die Linien sind deshalb leicht nach unten gekriimmt.

Die Ableitung von p nach dem Volumen ist gegeben als

d_“_(ﬁj _7
dp (dp ),

Nachdem das Volumen stets positiv ist, ist u eine monoton steigende Funktion von p. Weil das Volumen

Glg. 8.5.2

sinkt in der Folge Gas — Fliissigkeit — Kristall nimmt auch die
Steigung von rechts nach links ab (Abb. 8.4 unten). Die Situation
hat Analogien zu w(7) aus Abb. 8.4 oben.

repulsiv

real

M G ideal
8.6 Das chemische Potential von Dampf-Phasen attraktiv
Das chemische Potential einer Komponente in einer kondensier-
ten Phase wird sich spéter als eine durchaus diffizile Angelegenheit
erweisen und man fragt sich, auf welche Weise man zu diesem che-

mischen Potential experimentellen Zugang erhalten kann. Man ver- / Standard Druck
schafft sich Zugang, indem man ein stoffliches Gleichgewicht mit Druck

dem Dampf der betreffenden Komponente herstellt. Das chemische Abb. 8.5
Das chemische Potential eines Gases als

Potential im Dampf ist — aufgrund der schwachen intermolekularen Funktion des Drucks

Wechselwirkungen — wesentlich tibersichtlicher. Wenn der Dampf

hinreichend geringen Druck hat, kann man eine Messung des chemi-

schen Potentials in der Fliissigkeit auf eine Messung des Partialdrucks in der Dampfphase zuriickfiihren.
Wir behandeln deshalb zunéchst das chemische Potential im Dampf. Dabei lassen wir auch reale Gase zu,
obwohl diese spiter kaum ein Rolle spielen werden.

Sei das chemische Potential bei einem Referenz-Zustand (79, p©) bekannt. Dieser Zustand kann
p=1barund T'=298.15 K sein, aber er muss es nicht. Das chemische Potential bei einem anderen Druck
erhdlt man durch Integration:

) ) ) - Glg. 8.6.1
8=G(1%.p)=G(1° ) [V =+ [ Zoap

p° p°

=p? +RT1n%
P
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Die Schlange (,,Tilde®) iiber dem p unter dem Intergral ist ndtig, damit Integrations-Grenze und Integrations-
Variable verschiedene Namen haben. Im zweiten Schritt wurde ideale Gasgesetz benutzt und u(7©, p©) in
u© umbenannt. Das Ergebnis so bedeutsam, dass wir es nochmals separat notieren

Glg. 8.6.2
_ @ p
p=p° +RTIn—
p

Fiir das ideale Gas gibt es eine einfache Beziehung zwischen Druck und chemischem Potential. Diese Be-
ziehung dehnt sich — weil Wechselwirkungen vernachlissigt werden diirfen — auch auf den Partialdruck aus.
Damit ist auch immer das chemische Potential dieser Komponente in einer anderen Phase bekannt, sobald
eine stoffliches Gleichgewicht mit einem nahezu idealen Gas besteht. Dies ist der zentrale Trick.

Wenn man so will, geht der Logarithmus in Glg. 8.6.2 auf den Logarithmus in der Definition der Entro-
pie zuriick, den In(p) = —In(V/(nRT)) und der In(¥) findet sich auch in der Sackur-Tetrode-Gleichung (Glg.
5.6.1). RT In(p/pe) ist der entropische Beitrag zum chemischen Potential.

Wenn es sich bei dem Gas um ein reales Gas handelt, ersetzt man den Druck durch die Fugazitit /. Die
Fugazitat hat die Einheit eines Drucks, ist aber nicht identisch mit dem Druck. Man schreibt

Glg. 8.6.3
w=p? +RT lnL@
Achtung: Dies ist nichts weiter als eine Definition der Fugazitit. Besser wire
Glg. 8.6.4
@
@ p—p
= exp| ————
f=p p[ RT J
Der Quotient aus fund p© ist der Fugazititskoeffizient y:
Glg. 8.6.5

f
Y=
p
Der Fugazitits-Koeffizient quantifiziert eine Einfluss der Wechselwirkungen auf das chemische Potential.
Wenn man den Fugazitits-Koeffizienten in Glg. 8.6.3 mit einbezieht, erhilt man

Gle. 8.6.6
u=p®+RTInL +RTIny
p

Der zweite und der dritte Term auf der rechten Seite sind der entropische und der enthalpische Beitrag zum
chemischen Potential. Bemerkenswert an dieser Stelle ist vor allem der entropische Beitrag. Dass ein ,,Po-
tential“ in der einen oder anderen Weise Wechselwirkungen quantifiziert, kennt man. Das chemische Poten-
tial hat einen Beitrag, der mit Wechselwirkungen eben nichts zu tun hat, ndmlich den entropischen Beitrag
RT In(p/p®).

Einen Faktor, der unser Unwissen verbirgt, hatten wir fiir das reale Gas schon in Abschnitt 3.3 einge-
fiihrt. Es handelte sich um den ,,Realgas-Faktor* oder ,,Kompressionsfaktor”, Z. Z ist der Quotient aus dem
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Druck des realen Gases und dem Druck, der sich fiir dieselbe Dichte unter Anwendung des idealen Gasgeset-
zes ergeben wiirde. Auch der Realgas-Faktor hat seine Wurzel in den Wechselwirkungen. Man vermutet

einen Zusammenhang zwischen y und Z. Dieser Zusammenhang ist
Glg. 8.6.7

p —
lny = J-ZTldIB

0

Glg. 8.6.7 lduft auf eine Messvorschrift fiir den Fugazititskoeffizienten hinaus.'®* Wir beweisen sie im Fol-
genden. Seien gegeben zwei Driicke p und p'. Die Differenz der zugehorigen chemischen Potentiale errech-

net sich als

Glg. 8.6.8
p—p'= j:fdfa =p? +RTIn f —(u + RTIn /") = RTln%
Fiir ein hypothetisches ideales Gas wiirde diese Gleichung lauten
Glg. 8.6.9
W —pl = j:}?‘)d]a = RTIn%

Das Superskript ° bezeichnet im Folgenden ,,ideale’ Verhiltnisse (spéter auch ideale Mischungen). Wir zie-

hen Glg. 8.6.8 von Glg. 8.6.9 ab und erhalten

Gle. 8.6.10
P
[(7-7°)dp = RT WL~ RTI L
5 S P
l p _ _ . '
—I(V —Vo)dp = lnfl': Iny—Iny'
RT o pf
Vund 1° sind verkniipft durch
Glg. 8.6.11
V= 7R _ zv°
p
Einsetzen ergibt
Gle. 8.6.12

LTV°(2—1)d~—T—Z_1dﬁ—1n ~Iny'
RT p_p, 5 dp=iny-lny

184 Ein Vorgriff: Fiir Mischungen von Gasen wird der Fugazititskoeffizient einer Komponente J bestimmt, indem man den Realgas-
faktor Z als Funktion des Drucks bestimmt, in Glg. 8.6.7 dann aber p durch den Partialdruck xjp ersetzt. Der Fugazititskoeffizient

héngt dann von der Zusammensetzung des Gas-Gemisches ab.
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Nun wihlen wir den Druck p’ als nahezu null. Dann gilt das ideale Gasgesetz. Esisty’' =1 und Iny’' = 0.
Dies beweist Glg. 8.6.7.

Merke

— Fiir das ideale Gas ist das chemische Potential gegeben als p = u© + RT In(p/p®©).

— Fiir reale Gase ersetzt man den Druck durch die Fugazitit /= yp mit y dem Fugazitéts-Koeftizienten. Ein-

gesetzt ergibt sich p = u© + RT In(p/p©) + RT Iny. Der zweite und der dritte Term sind der entropische
und der enthalpische Anteil des chemischen Potentials.
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9 Mischungen

Zu Mischungen gibt es viel zu sagen und wir werden Vieles sagen. Gerade deshalb soll das wichtigste
Ergebnis bereits jetzt genannt sein: Im Grenzfall von hoher Verdiinnung ist der osmotische Druck nur eine
Funktion der Stoffmenge, nicht der Art des gelosten Stoffs. Die van’t-Hoff-Gleichung (IT= RT [B] mit I1
dem osmotischen Druck und [B] der Konzentration des geldsten Stoffs in Einheiten von mol/m?) ist univer-
sell, genauso wie das ideale Gasgesetz. Warum das so ist, wird in diesem Kapitel herausgearbeitet.

9.1 Partielle molare Grofsen e
\ A \ / NG /
Wir hatten in Abschnitt 8.4 das chemische Potential eingefiihrt als die C ;/ Y Y ) 355
\ ) N\ 7\ / °

Ableitung der freien Enthalpie nach der Stoffmenge, 0G/0n,. Fiir reine Y

Stoffe ist diese ,,partielle molare Freie Enthalpie® identisch mit der betref- L \"*'/\"’/
fenden molaren GroBe. Es gilt 9G/On;= G/ny, und py= G. Fiir Mischungen
. ) (O
ist genau das nicht mehr der Fall.
/’\v’\/ ”\ o
Sei zunidchst 4 eine beliebige extensive Grofe. Es konnte sich um G N /. \7 Y
handeln, muss es aber nicht. Die zugehdrige partielle molare Grofie ist de- AN /l\ )

finiert als Abb. 9.1
Das molare Volumen ist nicht
Glg. 9.1.1 gleich dem partiellen molaren

dA4 Volumen.
AJ = J Ein verschwindendes partielles
Jp,Ton Volumen der roten Komponente
kann sich ergeben, wenn die ro-
ten Molekiile gerade in die Zwi-
schenrdume zwischen den blauen

Nochmals: Fiir Mischungen sind die partiellen molaren GrdBen im All- | Molekiilen passen.

n' sind die Stoffmengen aller anderen Komponenten.

gemeinen ungleich den betreffenden molaren Groflen. Dass kann man sich
fiir das partielle molare Volumen anhand von Abb. 9.1 klarmachen. Die kleinen Kugeln passen gerade in die
Zwischenrdume zwischen den groflen Kugeln. Wenn man die kleinen Kugeln zu den grof3en Kugeln hinzu-
fiigt, bleibt das Gesamt-Volumen konstant und das partielle molare Volumen der kleinen Kugeln ist null.
Dieser Effekt ergibt sich nur in der Mischung. Er begriindet sich darin, dass ein Zwickelvolumen vorliegt.
Wenn die Anzahl der kleinen Kugeln die Anzahl der Zwickel zwischen den grofien Kugeln tibersteigt, ver-
sagt dieser Mechanismus fiir die iiberzéhligen kleinen Kugeln. Dann steigt das partielles molares Volumen
der kleinen Kugeln an. Das partielle molare Volumen héngt also von der Zusammensetzung ab. So ist es fiir
alle partielle molaren Grofien. Das partielle molare Volumen kann auch negativ sein. Dieser Fall tritt z.B.
ein, wenn man MgSOy in Wasser gibt. Bei kleiner Salz-Konzentration ist Vagso «+ = —1.4 cm*/mol. Dies liegt
daran, dass die lonen die lokale Struktur des Wassers (insbesondere das H-Briicken-Netzwerk) verdndern.

Achtung: Der Partialdruck ist keine partielle molare Grof3e, obwohl der Name dies suggeriert. Der Par-
tialdruck ist definiert als p; = x;p mit x; dem Molenbruch.

Abb. 9.2 zeigt die partiellen molaren Volumina von Wasser und Ethanol in der bindren Mischung. Man
sieht eine Korrespondenz: Das Minimum in der einen und das Maximum in der anderen Kurve treten an etwa
derselben Stelle auf. Diese Korrespondenz hat einen tieferen Grund. Wenn man die Zusammensetzung ei-
ner biniren Mischung éndert, sind die Anderungen der partiellen molaren Volumina verkniipft durch die Re-
lation
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av,=-"eqy, n,dV,+n,dV, =0
nA

Glg. 9.1.2

Dies ist eine Konsequenz der Gibbs-Duhem-Relation, die wir in Abschnitt 9.2 behandeln.

Merke
— Partielle molare GroBen sind definiert als A, = (dA/dns)p, 7.

— Fiir Mischungen ist Ay # A. A;hdngt von der Zusammensetzung
ab.

9.2  Hintergrund: Die Gibbs-Duhem-Gleichung

Die Begriindung fiir Glg. 9.1.2, die im Folgenden gegeben wird,
geht in ihrer Bedeutung iiber Glg. 9.1.2 weit hinaus. Es handelt sich
um eines der Rechenwerkzeuge der Gleichgewichts-Thermodyna-
mik. Sie wird erst hier vorgefiihrt (statt in Abschnitt 6), weil erst
jetzt das Beispiel zur Verfligung steht.

Ausgehend von der Kettenregel berechnet man die Anderung
des Volumens einer Mischung bei Anderung der Zusammensetzung
gemil

Glg. 9.2.1
dv =d—VdnA +d—VdnB =V, dn,+V,dn,
dn, dn,

An dieser Stelle

benutzen wir die Homogenitdt. Eine Funktion f{x,y,...) ist ,,homo-

185 1

gen*'® in ihren Argumenten, wenn fiir jeden Faktor a gilt

f(ox,ap,..) =0of (x,,...)

Das Volumen ist homogen in n4 und nz:

V(on,,omy)=aV (n,,ny)

Partial molar volume of water, V(H,0)/(cm’ mol™)

(low Wo)/(HOH*D)A ‘[OUBYIS JO BLUNJOA JEJOW [erlied

I N B |
0 02040608 1

Mole fraction of
ethanol, x(C,H,OH)

Abb. 9.2

Die partiellen molaren Volumina von
Wasser und Ethanol in einer bindren
Wasser/Ethanol-Mischung.

Quelle: Das Lehrbuch von Atkins

Glg. 9.2.2

Glg. 9.2.3

In Prosa ausgedriickt: Wenn man in einem System alle Stoffmengen (bei gleichbleibender Zusammenset-

zung) verdoppelt, verdoppelt sich das Volumen des Systems. Wir leiten Glg. 9.2.3 nach o ab:

o n, + o nB=V(nA,nB)
d(an,) d(auny)

Glg. 9.2.4

185 Man sagt auch ,,homogen vom Grade 1, weil o auf der rechten Seite von Glg. 9.2.3 in der ersten Potenz auftritt.
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Diese Relation gilt fiir alle o, also auch fiir o = 1:

Glg.9.2.5
oV oV
—n,+—n, = V(nA,nB)
on, on,
Einsetzen der Definition des partiellen Volumens zeigt:
Glg. 9.2.6
V(nA’nB) =V, +Vyny
Wir bilden ausgehend von Glg. 9.2.6 das totale Differential dV:
Glg. 9.2.7
dV=Vdn,+V,dn, +n,dV, +n,dV,
Wir subtrahieren Glg. 9.2.1:
Glg.9.2.8
ndV,+n,dV, =0
Umstellen fiihrt zu:
Glg.9.2.9
n
dv, =--2dv,
n,

Dasselbe Argument hitte man auch auf das chemische Potential anwenden konnen. Deshalb gilt gleicherma-
Ben:

Glg. 9.2.10

n
dp, = __Bd“B

n,

Verstdandnisfrage: Betrachte ein Volumen von 24.79 L, in dem sich 0.5 Mol des Gases
N> befinden. Fiige diesem Gasvolumen 0.5 Mol des Gases O hinzu. Sinkt dann das chemische Potential
von N,?
Antwort: du ist zu verstehen als (dp),,r denn es gilt p = (dG/dny),,r. In dem Gedanken-Experiment oben ist
der Druck nicht konstant. Deshalb greift die Gibbs-Duhem-Relation nicht. Das chemische Potential von N»
bleibt gleich. Man kann auch schreiben p = (dU/dny)s v, aber die Entropie ist ebenfalls nicht konstant.

Wenn mehr als zwei Komponenten vorliegen, schreibt man Glg. 9.2.10 auch als
Glg. 9.2.11
Z n,dp, =0
J

Bisweilen gilt diese spezielle Gleichung als ,,die Gibbs-Duhem-Relation®. Die Gibbs-Duhem-Relation wird
uns bei der Interpretation des osmotischen Drucks erneut begegnen (Glg. 9.10.13).
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Merke

— Die Gibbs-Duhem-Relation geht aus von der Homogenitit.

— Wenn sich die Zusammensetzung einer Mischung #ndert, sind die Anderungen der chemischen Potentiale
untereinander verbunden durch die Relation X, ny du,= 0.

9.3 Die Mischung von idealen Gasen, ideale Mischungen

In Vorbereitung zur Diskussion der idealen Mischung betrachte zunéchst eine Mischung zweier idealer
Gase. Der Prozess ist in Abb. 9.3 illustriert. Er wird in zwei Schritt unterteilt. Beide Gase werden zunichst
separat auf das grofere gemeinsame Volumen ausgedehnt. Dabei steigt die Entropie. Danach werden diese
beiden Volumina zusammengefiihrt. Weil es keine Wechselwirkungen gibt, hat dies keinen Einfluss auf die
Freie Enthalpie. Die Freie Enthalpie vor der Mischung (Subskript ini) ist

Glg. 9.3.1

G, =n b, +ngly =n, (“f +RT1H(%j)+nB (u? +RT1H(%]J
p p

Die Freie Enthalpie nach der Mischung (Subskript fin) ist
Glg.9.3.2

G =n,+ngl, =n, (pf +RTln(§—gj]+nB [u? +RT1n(£—gj]

Zwischen dem Ausgangs- und dem Endzustand ist lediglich der Druck p durch die Partialdriicke p4 und pp
ersetzt worden. Der Partialdruck ist derselbe Druck, der sich fiir die isolierten Gasvolumina nach der Expan-
sion aber vor der Mischung ergeben hatte. Die Differenz der Freien Enthalpien ist

Glg. 9.3.3
A,.G=n,RT| In (p—g) ~In (i@j +n,RT| In (p—gj ~In (%)
p p p p
= nART(ln (&D + nBRT[ln (&D
p p
Gemal dem Daltonschen Gesetz ist p4/p gleich dem Molenbruch x4. Es ergibt
sich ° °
® o b °
Glg. 9.3.4 g
A,G=nRT(x,Inx, +x;Inx,) e '..:
(]
. . . . .. . . Abb. 9.3
Die Mischungsentropie erhalten wir geméfl den Fundamentalgleichungen als die Die Mischung zweier idealer
negative Ableitung von A,,;G nach der Temperatur: Gase kann man in zwei Schritte
aufteilen. Im ersten Schritt (Ex-
Glg. 9.3.5 | pansion) sinkt G. Tm zweiten
oA G Schritt bleibt G unverédndert.

=- =-nR(x,Inx, +x,Inx,)

Amix
oT
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Die Mischungsentropie ist positiv, weil x4 und xz kleiner sind als 1, die Logarithmen also negativ sind.

Eine zu Glg. 9.3.5 dhnliche Formel (die Formel S = —kgZpiln(pi)) wurde in Abschnitt 5.4 allgemein und
abstrakt begriindet, wihrend man Glg. 9.3.5 ausgehend von Gasgesetzen begriinden kann, ohne die mikro-
skopische Definition der Entropie (S = kg InQQ) iiberhaupt zu kennen.'®® Um die Aquivalenz noch etwas deut-
licher zu machen, kann man eine Entropie pro Partikel definieren. Das Partikel kann in zwei Zustdnden vor-
liegen, ndmlich A und B. Die Molenbriiche xs und xg gehen dann iiber in die Wahrscheinlichkeiten pa und
pB = 1-pa. Wann man p4 durch p ersetzt, ist die Entropie pro Partikel Sparikel = —ks(pIn(p)+(1-p)In(1-p)).

Die Mischungsentropie ist dann die Anzahl der Partikel mal Sparike. Man darf vermuten, dass Gibbs, als er
die abstrakte Formel S = —kgZpiln(p;) postulierte, die Mischungsentropie der Gase im Hinterkopf hatte.
S = —ksZpiln(p;) ist ein Axiom, dass von der Mischungsentropie der Gase motiviert ist.

Fiir die Mischungsenthalpie findet man

Glg. 9.3.6
AmixH :AmmG+TAmuS
=nRT (x,Inx, +x,Inx,)—TnR(x,Inx, +x, Inx,)
=0

Nachdem A,../1 verschwindet, wird der Mischprozess (bei idealen Gasen) allein durch den Entropie-Zu-
wachs getrieben.

Ausgehend von der idealen Mischung definiert man fiir reale Mischungen die Exzess-Grofien als

Glg. 9.3.7
SE=A S—A Hf =A H, VE=A V

mix mix,ideal = ° mix mix

Fiir ideale Mischungen sind die Exzess-Grofen alle gleich Null.

Die Formeln oben wurden fiir das ideale Gas hergeleitet. Sie enthalten den Druck aber nicht und man
kann sie deshalb auf Fliissigkeiten ausdehnen. Wenn diese Gleichungen das Verhalten einer fliissig/fliissig
Mischung beschreiben, heiflit diese Mischung ideal. Auf mikroskopischer Ebene gibt es einen subtilen Un-
terschied zwischen dem idealen Gas und der idealen Mischung. Fiir das ideale Gas verschwinden alle Wech-
selwirkungen. Fiir die ideale Mischung gibt es Wechselwirkungen, aber diese sind alle gleich gro. Man
schreibt waa = was = was. Diese Aussage klingt plausibel, ist aber nicht einfach experimentell zu priifen.
Diese Parameter miissten ja Zeit-Mittelwerte sein und es nicht trivial, solche Zeit-Mittelwerte zu bestimmen
oder auch nur zu errechnen, weil es in Fliissigkeiten vielfach 3-Korper-Wechselwirkungen gibt. Die Aus-
sage ,,Exzess-Grofen alle gleich Null“ ist praziser. Sie kann gepriift werden.

Achtung: Weiter unten wird fiir Flissigkeiten die Idealitét tiber die Giiltigkeit des Raoult-Gesetzes (Glg.
9.5.4) definiert. Diese letztere Definition ist zu ,,Exzess-Grofien alle gleich Null“ nicht strikt identisch.

186 Eine dhnliche Situation ist beim Vergleich von Glg. 5.6.4 mit Glg. 5.4.1 aufgetreten. Den Anstieg der Entropie eines Gases bei
isothermer Expansion kann man aus den Gasgesetzen ableiten. Zu demselben Ergebnis kommt man ausgehend von der Sackur-
Tetrode-Gleichung, die auf einer mikroskopischen Betrachtung beruht.
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Abb. 9.4 zeigt Beispiele. Die betrachteten Molekiil-Paare sind einander recht dhnlich und sind deshalb
unbegrenzt mischbar (will sagen: ohne Mischungsliicke mischbar, die letztere in Abb. 9.23 gezeigt). Noch

idealere Verhiltnisse kann man mit Mischungen verschiedener Isotope erzielen.'®’

Merke

— Fiir die ideale Mischung gelten auf makroskopischer Ebene die Relationen A,iS = —nR(x4nx, + xplnxs),

AmiXV: 0 und AmixH: 0.

(a)

12} (b)

Abb. 7.12 Experimentell bestimmte
ExzeBfunktionen bei 25 °C. (a) H ©
fiir die Mischung Benzol/Cyclohexan:

B,
k)

7 /l)y

A

Beispiele fiir Exzess-Enthalpie und Exzess-Volumen
Quelle: Das Lehrbuch von Atkins

der Mischungsvorgang ist endo-
therm (da fiir ideale Losungen

AyH = 0ist). (b) Das ExzeBvo-
lumen V F fiir dic Mischung Tetra-
chlorethylen/Cyclopentan: man er-
kennt, daB das Volumen bei niedrigen
Molenbriichen von Tetrachlorethylen
abnimmt, bei hohen Molenbriichen
von Tetrachlorethylen hingegen zu
(da fiir ideale Losungen A,V = 0

800+
T £ 75 ‘

) / 1 £ 0\

E / \ A / !
2400 A E-4r\ / 1
w ‘\ o \ J |

| g
. / }J -12 4
e —
0.0 0.5 1.0 5 She =
x(CgHg) : x(C;CIl) ool
Abb. 9.4

9.4 Zur Ununterscheidbarkeit von Gas-Molekiilen

Wenn man Glg. 9.3.5 naiv auf einen Prozess anwendet, bei dem eine Wand zwischen zwei Komparti-

menten, welche dasselbe Gas enthalten, entfernt wird, nimmt die Ent-
ropie scheinbar zu. Das darf nicht sein. Glg. 9.3.5 darf nur fiir echte
Mischprozesse gelten. Wenn man sie auf eine ,,Mischung* von iden-
tischen Molekiilen anwendet, gelangt man zum ,,Gibbs-Paradox.!®8
Die Sackur-Tetrode-Gleichung (Glg. 5.6.1) trigt dem Problem inso-
fern Rechnung, als der Nenner im Logarithmus einen Faktor N ent-

hilt. Wenn ¥ und N um den gleichen Faktor ansteigen, bleibt die

Entropie pro Partikel unverandert.

Die Ununterscheidbarkeit kann man quantenmechanisch begriin-
den. Betrachte einen leeren Raum, in den von links und rechts
Atome einstromen. Diese Atome kénnte man benennen nach der
Tiir, durch die sie in das Volumen eingestromt sind (,,links* bzw.
,rechts®). Trotzdem gehen diese Namen nach dem ersten Stof3 fast
immer verloren. Wenn ein Stof3 unbeobachtet (unbeobachtet im
quantenmechanischen Sinn, ein Stof3 ohne ,,Dekohdrenz®) verlauft,

Abb. 9.5

Die Unterscheidbarkeit von Molekiilen im Gas
geht bei Stofprozessen verloren. Die Frage, ob
der Stofl gem&l dem oberen oder dem unteren
Diagramm stattgefunden habe, kann niemals
beantwortet werden.

Wenn man zu Beginn alle Partikel links ,,rot*
nennt und alle Partikel rechts ,,blau‘ nennt,
dann ist gleichwohl die Farbe der Partikel nach
den StéBen unbestimmt (blass gezeichnet).

187 Interessanterweise hat die CH-Bindung eine ganz leicht hohere Polarisierbarkeit als die CD-Bindung. Wenn man Polymere deu-
teriert, erkennt man bei hohen Molekulargewichten eine Nicht-Idealitét (w4 # was # wag). Die Nicht-Idealitét ist nur bei hohen
Molekulargewichten bedeutsam, weil dann die Mischungsentropie aufgrund der geringen Anzahl der Ketten klein wird und die
Mischungs-Enthalpie relativ zur Mischungs-Entropie starker ins Gewicht fillt. Dieser Effekt ist gut studiert fiir Polystyrol.

188 de.wikipedia.org/wiki/Gibbssches_Paradoxon
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sind die beiden Szenarien aus Abb. 9.5 im Nachhinein nicht mehr zu unterscheiden. Die Frage, welche Vari-
ante des Stofies stattgefunden habe, ist dann nicht beantwortbar. Die blass gezeichneten Partikel haben ihre
Namen verloren. Dies kann auch experimentell gezeigt werden. Ununterscheidbarkeit hat in der Quanten-
mechanik nachpriifbare Konsequenzen. Nur ununterscheidbare Teilchen konnen bei tiefen Temperaturen die
Bose-Einstein-Kondensation durchlaufen. Fiir die Bose-Einstein-Kondensation verweisen wir auf Wikipe-
dia.

9.5  Dampfdruck iiber fliissigen Mischungen, die Aktivitdt

Nachdem — erstens — das chemische Potentials eines idealen Gases gut bekannt ist und nachdem — zwei-
tens — bei stofflichem Gleichgewicht zwischen einer Dampfphase und einer Fliissigphase die chemischen Po-
tentiale aller Komponenten in beiden Phasen gleich sind, gibt es einen einfachen Weg, die chemischen Po-
tentiale in der Fliissigkeit zu bestimmen: Man misst den Partialdruck der betreffenden Komponente in dem
Dampf iiber der Fliissigkeit.!®’

Aufgrund des stofflichen Gleichgewichts gilt:

Glg. 9.5.1
(I)=p,(g)=p% +RTIn L4
M, ) L& ) My n—z
p
Man vergleicht mit der reinen Substanz, angezeigt durch einen Stern:
Glg.9.5.2
@ P
m*(1)=ma*(g) =myx + RTIn -
p
Man bildet die Differenz und ordnet um:
Glg.9.5.3

w, (1) =w, *(I)+ RTIn Lo
P

Fiir sogenannte ,, ideale “ Mischungen ist die GroBe p4/p.«* per Definition gleich dem Molenbruch in der
Fliissigkeit.””® Die Konzentrationsverhéltnisse in der Fliissigkeit und im Dampf (bezogen auf die Stoffmen-
gen) sind deshalb gleich. Dies wird durch das Raoult-Gesetz zum Ausdruck gebracht:

189 Wenn hohe Genauigkeit gefordert ist, muss pa in Glg. 9.5.1 mit einem Fugazititskoeffizienten ya multipliziert werden. Der Fuga-
zititskoeffizient wird iiber eine Messung der Druckabhéngigkeit des Realgasfaktors Z und nachfolgende Integration geméaf3 Glg.
8.6.7 bestimmt. In Glg. 8.6.7 wird dann der Druck durch den Partialdruck ersetzt. ya hdngt von der Zusammensetzung der Gas-
Mischung ab.

»ldeal“ im engeren Sinne sind Gase nur bei kleinem Druck. Der Partialdruck pa in Glg. 9.5.1 ist nicht zwingend klein in diesem
Sinn. Solche detaillierten Betrachtungen werden z.B. nétig, wenn man Rektifikationskolonnen auslegen will. Néheres wird in dem
Wikipedia-Artikel zur Fugazitit berichtet.

Die meisten Lehrbiicher gehen iiber diese Komplikation hinweg. Das Raoul-Gesetz (Glg. 9.5.4) enthélt dann den Partialdruck pa
statt der Fugazitét yapa. Den Dampf als ideal zu betrachten, gilt weithin als eine gute Approximation.

19 Am Ende von Abschnitt 9.3 wurde gesagt, dass fiir ideale Mischungen per Definition alle Exzess-GroBen alle null sind. Diese
Definition ist nicht strikt dquivalent zur Giiltigkeit des Raoult-Gesetzes.
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Glg. 9.5.4

L —x,(lig) fiir die ideale Mischung
P4

Einsetzen von Glg. 9.5.4 in Glg. 9.5.3 fiihrt zu einer Formel, die der Formel fiir das chemische Potential des
idealen Gases sehr dhnlich ist:

Glg. 9.5.5
w,()=p,*(!)+RTInx,

Wir erkldren nun die reine Substanz A zum Standard Zustand. Das chemische Potential der reinen Fliissig-
keit nennen wir ,,Standard-Potential“ und geben ihm die Bezeichnung p,©(/). Den Molenbruch bezeichnen
wir als einen Quotienten der Konzentration durch die Standard-Konzentration ¢©. Man erreicht die Formu-
lierung:

Glg. 9.5.6

w, (D) =p,? (Z)+RT1nz—g

Soweit die ideale Mischung. Fiir reale Mischungen ist aufgrund der Wechselwirkungen in der Fliissig-
keit der Dampfdruck verschieden von dem x4p*. Man definiert eine Aktivitdit a iiber die Gleichung

Glg. 9.5.7
My =p,” +RTIna,

Achtung: Dies ist die Definition der Aktivitit. Besser wire
Glg. 9.5.8

Ha _MAQ
RT

a, = exp[

Die Aktivitdt ist eine dimensionslose Grofle, so wie ¢/c©. a ist aber fiir nicht-ideale Mischungen verschieden
von ¢/c©. Es wird ein Korrekturfaktor bendtigt, der sogenannte Aktivitdtskoeffizient, ya.

Glg. 9.5.9
Cy
a,=vY,—
A YA C@

Achtung: va ist konzentrationsabhédngig und hangt in Mischungen von der Zusammensetzung ab. y a kann
nahe bei 1 liegen, muss es aber nicht. vy ist das Analogon zum Fugazitédtskoeffizienten des realen Gases, wel-
cher in Abschnitt 8.6 eingefiihrt wurde. (Dieser hatte auch das Symbol vy, ist aber verschieden vom Aktivi-
titskoeffizienten.) Zuverldssige Werte fiir Aktivitétskoeffizienten (und auch fiir Fugazititskoeffizienten)
werden in der Verfahrenstechnik benétigt, wann immer Dampf-Fliissig-Gleichgewichte im Spiel sind. Zur
ihrer Abschitzung kann zum Beispiel das UNIFAC Verfahren verwendet werden. UNIFAC steht fiir Uni-
versal Quasichemical Functional Group Activity Coefficients.

142



Wir setzen Glg. 9.5.9 in Glg. 9.5.7 ein:
Glg. 9.5.10

C
w, =p,” +RT1nc—g+RT1nyA

Die Terme RT In ¢/c© und RT Inya sind der entropische und der enthalpische Beitrag zum chemischen
Potential (analog zu Glg. 8.6.6).

Wann immer stoffliche Gleichgewichte im Spiel sind, muss man in die betreffenden Gleichungen die
Aktivitdten einsetzen, nicht die Konzentrationen. Andernfalls approximiert man die Aktivitdtskoeffizienten
als eins. Wir machen an dieser Stelle einen Vorgriff zu den chemischen Gleichgewichten. Sei gegeben eine
Gleichgewichts-Reaktion A = B. Die Gleichgewichtskonstante K (Abschnitt 8) wird oft geschrieben als
K = cB/ca, aber genauer ist die Relation K = ap/aa.

20) O~ O
raout K 00020  0R0Qe
— L A | ) _ - ( I ~
5 e 80000 ©8050 00
Lo - 2*(CS;) ~ 0 L a0 ~O U500
ol A ’ 008 0o m 0% = Jo_Staon
ideal Pa wlf Raoult @) ‘w@ﬁa\@ 000 TO~¢ 4\55@7?%)@
verdinnt .- 7 ZAcaon) / ) “O) T O D) ' C \’/ﬂ ')
o’ é ’ //7 1 /7:{/7\‘\ ) C\/ J C O
s - s 00000 50C @090 80¢
Raoult / ideal 00 0070 YO 0070
20} N2 verdinnt o
0 ideal \\ Abb. 9.8
0 X 1 ,verdinnt s Das Hinzufiigen eines Partikels der Majoritéts-
2A oo” | komponente (blau) zu einer Fliissigkeit dndert
Abb. 9.6 Abb. 9.7 At nur dann die molare Enthalpie dieser Fliissig-
Der Partialdruck im Dampf ist e keit, wenn dieses Partikel zwei Minoritétsparti-
meist hoher als von Raoul vor- i}é}}))er;m;ntelle Daten zu kel (rot, Index B) voneinander trennt. Die
hergesagt. Bei kleinen und bei - 70 Wahrscheinlichkeit dafiir ist proportional zu xz°.
groBen Konzentration gibt es ei- Adaptiert aus dem Lehrbuch Deshalb ist auch der enthalpische Beitrag zum
nen linearen Bereich. von Atkins chemischen Potential proportional zu xz*. Dies
erkldrt, warum die Steigung von pa(xa) bei ho-
hem x4 der Steigung aus dem Raoult-Gesetzes
entspricht.

Aus der Regel ,,Gleiches 10st Gleiches (Abschnitt 9.8) folgt, dass der Dampfdruck von realen Mischun-
gen oft oberhalb der Vorhersage des Raoult-Gesetzes liegt (Abb. 9.6). Abb. 9.7 zeigt ein experimentelles
Beispiel. An Abb. 9.6 sind zwei weitere Sachverhalte bemerkenswert:

— Bei hoher Verdiinnung ist pa(xa) proportional zu x,, aber die Steigung ist nicht pa* (Abschnitt 9.6).

— Bei der nahezu reinen Fliissigkeit ndhert sich der Partial-Druck pa dem Wert pa* an in der Weise, dass
auch die Steigung dem Raoult-Gesetz folgt. Wir begriinden diesen Sachverhalt in Abb. 9.8."°! Fiige der
nahezu reinen Mischung ein Molekiil der Majoritidtskomponente hinzu. Sei der Referenz-Zustand der Zu-
stand mit x4 = 1. Enthalpische Beitrdge zum chemischen Potential sind dann Abweichungen von diesem

191 Man kann die Quasi-Idealitt fiir xa = 1 auch algebraisch anhand der Theorie der reguldren Losung begriinden (Abschnitt 9.8).
Die Abweichung von der Idealitit wird durch die Mischungs-Enthalpie hervorgerufen. Diese ist von der Form AmixHd ~ yRTxaxs.
Fiir die Definition des y-Parameters siche Abschnitt 9.8. Fiir den enthalpischen Anteil des chemischen Potentials, pa enth gilt

O(nRTyx ,x 0 (nnmn 0 (nn nyn—nn

_ ORI x,) = RTy——| —4= |= RTy——| =% | = RTy—2—~~% = RTx,
n, on,\_ n on,\ n n

Der enthalpische Anteil von pa skaliert also wie xs>. Wegen dieses quadratischen Zusammenhangs entspricht die Steigung der

Funktion pa(xa) bei xa = 1 der Steigung aus dem Raoul-Gesetz.

“’A,enth
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Zustand. Wenn das neu hinzugekommene Partikel nur Nachbarn des Typs A hat, dndert das an der Mi-
schungsenthalpie nichts, denn die Mischungsenthalpie wird von der Energie in den Kontakten zwischen
A und B hervorgerufen. Wenn ein Kontakt mit einem vereinzelten B Molekiil entsteht, &ndert sich die
Mischungsenthalpie ebenfalls nicht, denn das neu hinzugekommene Molekiil verdringt ein A-Molekiil,
welches sich vorher an dieser Stelle befand. Nur wenn das neue Molekiil zwischen zwei B Molekiilen
eingefiigt wird, dndert sich die Summe der AB-Wechselwirkungs-Energie (siehe den Pfeil rechts in Abb.
9.8). Die Konzentration solcher Paare von B-Partikeln ist aber proportional zu x5, nicht zu xs. Dieser
Sachverhalt liegt allen , kolligativen Eigenschaften* zugrunde (Abschnitt 9.9), unter ihnen der osmotische
Druck.

Merke

— Fiir die ideale Mischung gilt fiir den Dampfdruck der Komponente A {iber der Fliissigkeit das Raoult-Ge-
setz pa = xapa*.

— Man schreibt p = p© + RT In a und definiert so die Aktivitit a. n© ist das chemische Potential im Stan-
dard-Zustand.

— Aktivitdt und Konzentration sind iiber die Relation a = yc¢/c© verbunden. vy ist der Aktivitdtskoeffizient,
¢© ist die Standard-Konzentration. G héangt von der Wahl des Standard-Zustands ab.

— Auch fiir die nicht-ideale Mischung néhert sich pa(xa) bei der nahezu reinen Fliissigkeit dem Wert pa* an.
Die Steigung ist dieselbe wie die Steigung im Raoult-Gesetz.

9.6  Die ideal verdiinnte Losung

Die Situation y > 1 fiir die hochverdiinnte Losung gilt bisweilen als unbefriedigend. Man wiirde gerne
eine Situation herstellen, in welcher der Aktivititskoeffizient gleich eins ist fiir starke Verdiinnung und sich
von der Eins entfernt, in dem Male, in dem die gelosten Molekiile bei steigender Konzentration miteinander
wechselwirken. So ist es in Abb. 9.6 nicht. Dort ist y = 1, wenn alle Molekiile von gleichartigen Nachbarn
umgeben sind.

Die Situation y = 1 bei hoher Verdiinnung erreicht man, indem man das Standard-Potential und die Stan-

dard-Konzentration wechselt. Im Falle der ideal verdiinnten Losung wird das Raoul-Gesetz ersetzt durch das

Henry-Gesetz'*?

Glg. 9.6.1
py=x,K,
Die Rolle des Dampfdrucks der reinen Fliissigkeit wird von der Henry-Konstanten K iiber-
nommen. Aus der Gleichheit der chemischen Potentiale in der Fliissigkeit und im Dampf ergibt sich

Glg. 9.6.2

K
TR =uA*+RT1np “~+RTInx,
A

192 Bisweilen wird an dieser Stelle vom Index A zum Index B gewechselt, weil die Minoritits-Komponente (der geldste Stoff) meis-
tens ,,B“ (oder ,,2) heifit. Das Losungsmittel heillt meistens ,,A* (oder ,,1).
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Man fasst die ersten beiden Terme zu einem neuen Standard-Potential zusammen und schreibt

Glg. 9.6.3

c K
we=n, +RTlnc—g=[pA *+RTlnpAA*]+RT1nxA

Dieser Standard-Zustand ist ein wenig eigentiimlich insofern, als es sich um einen hypothetischen Zustand
handelt, bei dem der Stoff rein ist (¢ = ¢*), der Dampfdruck aber mit dem Henry-Gesetz (statt dem Raoult-
Gesetz) errechnet wird. Eine anderer, eigentiimlicher Standard-Zustand dieser Art ist die Standard-Konzent-
ration von 1 mol/L (auch bezeichnet als ,,1 M*), wobei wiederum der hypothetische Dampfdruck und das
hypothetische chemische Potential durch Extrapolation von unendlicher Verdiinnung auf diese Konzentra-
tion errechnet werden. Die Standard-Konzentration von 1 mol/L ist so wichtig, dass sie ein eigenes Symbol
erhalten hat, ndmlich die eckige Klammer. [A] meint c4/(1 mol L) = c4/(1 M). Eigentlich miisste [A] dimen-
sionslos sein, aber das ,,mol/L* wird trotzdem oft mitgesprochen.

Molenbruch von Komponente 2
1.0 0.5 0.0
1
g
Taupunktkurve Siede- 2
\ punkt vo g
Komp. 1 o
e
E T
E 1 1 :
g L :
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(7] Composition
=
Siede- = g Abb. 9.10
Komp. 2 E g Zum Hebelgesetz
e = en.wikipedia.org/wiki/Lever rule
 J
0.0 0.5 1.0
Molenbruch von Komponente 1
Abb. 9.9
Die Siedelinse wird in Rahmen der Destillation zur Stofftren-
nung genutzt.
de.wikipedia.org/wiki/Destillation

Wenn das Standard-Potential wie in Glg. 9.6.3 definiert ist, gilt y = 1 bei hoher Verdiinnung:
Glg. 9.6.4

K
limy =1 fiir die ideal verdiinnte Losung mit p, T(7) =, *(g) +RTIn—"

c—>0 pA

Mit dieser Definition entfernt sich y von der Eins, wenn die Konzentration steigt und es zu Wechselwirkun-
gen zwischen den geldsten Molekiilen kommt. Meist gilty < 1.
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Wir erwdhnen am Rand das Debyesche Grenzgesetz. In Elektrolyten sind die Aktivitdtskoeffizienten
der Ionen oft deutlich kleiner als 1. Das liegt an den starken interionischen Wechselwirkungen. Fiir Einzel-
heiten verweisen wir auf Wikipedia. Die Formel ist logio(y:) = —4 |z:z-| (/[mol/L])""2. Das * entsteht, weil
man den Aktivititskoeffizienten immer nur fiir ein Paar von Ionen definieren kann. A4 ist etwa 0.5 (L/mol)"2.
z sind die Ladungszahlen. [ ist die ,,Jonenstirke* (verwandt mit der Salzkonzentration).

Merke

— Man ist frei, einen Standard-Zustand so zu definieren, dass y in bestimmten, zu wihlenden Situationen zu
eins wird. Ein beliebter Standard Zustand ist die Konzentration des reinen Stoffs. Ein anderer wichtiger
Standard-Zustand ist die ideal verdiinnte Losung. Hier gilt pa(xa) = xaKa mit K4 der Henry-Konstanten.

9.7  Destillation, azeotrope Gemische

In Abb. 9.6 und Abb. 9.7 war die x-Achse der Molenbruch in der Fliissigkeit. Die Algebra wird deut-
lich komplizierter, wenn man stattdessen die Brutto-Mengen-Verhéltnisse in der Fliissigkeit und im Dampf
als die x-Achse wiahlt. Diese GroBe hei3it bisweilen za. Wir verzichten auf Gleichungen und berichten die
Ergebnisse qualitativ.

Wenn in einer fliissigen Mischung die beiden Komponenten verschieden fliichtig sind (so ist es oft), ist
die fliichtigere Komponente im Dampf angereichert. Es entsteht eine Siedelinse (Abb. 9.9). Die Siedelinse
wird in der Destillation zur Stofftrennung genutzt.

Die Mengenanteile in den beiden Phasen unterliegen dem Hebelgesetz (Abb. 9.10). Je nédher die Brutto-
Zusammensetzung an der Zusammensetzung einer der beiden Phasen liegt, desto groBer ist der Anteil dieser
Phase an der Gesamt-Menge. Seien x und y die Molenbriiche in der Fliissigkeit und dem Dampf. Sei z der
Gesamt-Molenbruch in Fliissigkeit und Dampf. Dann gelten die Relationen

Glg. 9.7.1
I: My Zy =NyyZ,y t0,,2,
II: M Z g =Ny Xy + 1,5V,
Subtraktion ergibt

Glg.9.7.2
[-1I: n, (z, —XA)"‘”mp (z4=»,)=0
Wir stellen um zu

Glg.9.7.3
My |ZA —yA| _lvﬂ
Myp - |ZA _XA| B L,

Im zweiten Schritt wurden die GroBen /.., und /4 als die Langen der ,,Hebel-Arme* eingefiihrt (Abb. 9.10).
Mit diesen Variablen ergibt sich

Glg. 9.7.4

nvap lvap = nliql 1

Die Form dieser Gleichung motiviert den Namen ,,Hebelgesetz* (,,Kraft x Kraftarm = Last x Lastarm®).
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Bisweilen liegt die Dampfdruck-Kurve auch unter der Vorhersage des Raoult-Gesetz. Dies tritt ein,
wenn es giinstige Wechselwirkungen zwischen den verschiedenen Komponenten gibt. Dann (aber nicht nur
dann) konnen die beiden Fliissigkeiten ein azeotropes Gemisch bilden. Es kommt zu zwei separaten Koexis-

tenz-Bereichen (Abb. 9.11). Zu zwei separaten Koexistenzbereichen kann es auch kommen, wenn die

Wechselwirkungen zwischen den verschiedenen Komponenten besonders ungiinstig sind. Im ersteren Fall

Positive ;
Temperature-Minimum Azeotrope Pressure-Maximum Azeotrope
Mixture of Chloroform and Methanol Azeotrope Mixture of Chloreform and Methanol
340
B ) Constant Pressure 14 | |Constant Temperature Ao
3381|  Pure boiling point P=101.325 kPa T=298.15 K oiope
228 i ¥ of Methanol 12 I 'J
3371 [! Liquid composition
i . Bailin int curve
136 . Fure boiling point > e
of Chloroform
359 \ 28
-:2-334 iy -
33 Vapor composition g 26- P a
€ 332 Dew point curve g . Pure beiling point
% 00 @ of Chleroform
£ 3313 T
hd 130 o 22 o C '|;j-
329 i Vapor composilion
328 Dew point curve
457 | | Liguid composition 18
1| Bailing point curve o .
328 2 T w_Pure boiling point
325 iquid only  Azeotrope of Methanol
324 14 .
1] 01 02 03 04 05 06 €7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Pure Mole Fraction Chioroform [mol/mol] Pure Pure Mole Fraction Chioroform [molimol] Pure
Idathansl Chioroform Methana| Chiloraform
Abb. 9.11

Ein Beispiel fiir ein tiefer siedendes azeotropes Gemisch.
https://educalingo.com/de/dic-pl/azeotrop

entsteht ein hoher-siedendes Azeotrop, im andern Fall ein tiefer-siedendes. Die Einzelheiten sind durchaus

kompliziert.

Merke

— Wenn in einer fliissigen Mischung eine Komponente fliichtiger ist als die andere, haben Fliissigkeit und
Dampf verschiedene Zusammensetzung. Dies nutzt man in der Destillation zur Stofftrennung.

— Im Koexistenz-Bereich werden die relativen Mengen-Anteile der beiden Phasen durch das Hebel-Gesetz
vorhergesagt.

Azeotrope Gemische zeigen zwei separate Koexistenz-Bereiche.
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9.8 Die reguldre Losung

Fliissigkeiten sind in groBerem Ausmal} miteinander mischbar als Festkorper. Es gibt aber — im Unter-
schied zu den Gasen — Mischungsliicken. Mischbar sind meist Fliissigkeiten, die einander dhnlich sind. Da-
bei gilt die Regel ,,Gleiches 16st Gleiches”. Wenn man eine Nicht-Idealitéit von fliissigen Mischungen mo-
dellieren mochte, aber dennoch der vollen Komplexitdt ausweichen will, betrachtet man gerne die soge-
nannte regulire Losung. Fiir diese sind S* und V* aus Glg. 9.3.7 gleich

null. Die Annahme S* ~ 0 besagt, dass die Molekiile vollig stochastisch

verteilt sind, obwohl die Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen A @
nicht alle gleich stark sind. Bei einer moderaten Tendenz zur Entmischung B “
wird es eine bevorzugte Nachbarschaft zwischen gleichartigen Molekiilen
geben. Solche Effekte werden von der Theorie der reguldren Losung nicht

erfasst. Abb. 9.12
Ein idealisierter Misch-Prozess.

 —

AL ERE +Eg —2E,,

Um die Regel ,,Gleiches 16st Gleiches* einzusehen, betrachtet man

den in Abb. 9.12 skizzierten idealisierten Mischprozess. Sei Ag die mit der
Mischung verbundene Energie.'” Es gilt

Glg. 9.8.1
AE = 8AA +gBB _28AB a.0l- chloroform
;f ethylene dichloride
Faktorisiere nun die Wechselwirkungs-Energie in dem folgen- {2
. 194 <" s trichloroethylene
den Sinn: -
g 10}
Glg.982 | 3 | Aoluene
- _ 5 0.8 -1 .methyl ethyl ketone
€ €€, =V, s -
g 06|
4 i cellosolve
Die Parameter y; und v; sind Eigenschaften der betreffenden Ma- S04 o Gine
terialien allein.'®>'°® Deshalb vereinfacht die Faktorisierung die 0.2} ol sihuco)
Beschreibung enorm. Wenn diese Faktorisierung greift, 8 e
schreibt sich die Mischungsenergie als: 16 18 20 22 24 26 28 30
Solubility parameter, (SD
. s Glg. 983 | Ay 913
Ae =7y, +v5 =2V, = (YA —Ys ) Der Quellungsgrad eines schwach vernetzten Gels
aus Leinsamen-Ol in verschiedenen Losungsmit-
. . . . . . teln. Diejenigen Losungsmittel, deren Hilde-
Im zweiten Schritt wurde die Zweite Binomische Formel ange- brand-Parameter nahe beim Hildebrand-Parame-
wandt. ter des Netzwerkes liegt, lassen das Netzwerk be-
sonders stark aufquellen.
sul-server-2.stanford.edu/
byauth/burke/solpar/solpar2.html

193 S0 wie hier geschrieben, bezieht sich Ag auf insgesamt vier Molekiile.

194 Glg. 9.8.2 ist eine von vielen ,,Mischungsregeln. Diese spezielle Relation wird Berthelot zugeschrieben. Die Vielzahl der kon-
kurrierenden Mischungsregeln sind von dem Bestreben geleitet, mit mdglichst einfachen Regeln eine méglichst gute Ubereinstim-
mung mit dem Experiment zu erzielen.

195 Die Faktorisierung ist zunichst eine vereinfachende Annahme, die vom Ende her gedacht und gewiinscht ist. Sie ldsst sich auch
aus den mikroskopischen Wechselwirkungspotentialen motivieren. So ist z.B. die Londonsche Dispersions-Wechselwirkung (einer
der drei Beitrdge zur vdW-Anziehung) proportional zum Produkt der Polarisierbarkeiten der beiden Partner. Die Keesom-Wech-
selwirkung (einer weiterer Beitrag zur vdW-Anziehung) ist proportional zum Produkt der Dipolmomente.

19 Das Problem, dass Parameter zur Quantifizierung von Wechselwirkungen grundsitzlich von der Zusammensetzung abhéngen,
durchzieht die ganze Physikalische Chemie. Z.B. ist auch der Aktivitdtskoeffizient y; der Komponente J, welcher in die Berech-
nung des chemischen Potentials p eingeht, nicht eine Eigenschaft nur dieser einen Komponente. Er hdngt von der Zusammenset-
zung der Mischung ab.
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Fiir diese Situation ist also die Mischungsenergie'’

stets positiv. Einer Mischung von ungleichen Part-

nern steht diese positive Mischungsenergie stets entgegen. (Der Term —TA,iS in der Freien Enthalpie der

Mischung kann die Mischungsenergie {iberkompensie-
ren.) Nur bei hinreichend dhnlichen Partnern ist die
Mischungsenergie so klein, dass die Mischungsentropie
fiir alle relativen Mengenverhéltnisse die Mischung
herbei fiihren kann.'*®

Um dieses Argument etwas ndher an das Experi-
ment heranzufiithren, argumentiert man, dass y
proportional zur inneren Kohésion des betreffenden
Materials sein sollte. Eine hohe innere Kohésion spie-

Abb. 9.14

Ein Beispiel fiir eine
Wechselwirkung, wo
das Prinzip ,,Gleiches
16st Gleiches™ nicht zur
Wirkung kommt. Man
spricht von spezifi-
scher Erkennung ge-
mal dem ,,Schliissel-
Schloss-Prinzip“.
www.scripps.edu/~cliff/

gelt sich in einer hohen Verdampfungsenergie wider. snap/pix.html
Diesem Argument folgend definiert man den ,,Hilde-
brand-Parameter* als
Glg. 9.8.4
5 \/Am_pU _ \/AWH_— RT
V V

Der Hildebrand-Parameter ist proportional zu dem Parameter y oben, hat aber die Dimension (Energie pro

Volumen)'2. Der Hildebrand-Parameter quantifiziert Ahnlichkeit anhand der kohdsiven Energiedichte pro
Volumen, zu unterscheiden von der kohésiven Energie pro mol. Der Hildebrand-Parameter wird gewohn-
lich in Einheiten von MPa!”? angegeben. Tabellierte Werte finden sich z.B. im Wikipedia-Eintrag zum Hil-

debrand-Parameter. Eine Anwendung des Hildebrand-Parameters ist in Abb. 9.13 gezeigt.

Nicht alle Wechselwirkungen lassen sich auf Differenzen zwischen Ahnlichkeitsparametern zuriickfiih-
ren. Insbesondere beruht die spezifische Erkennung gemal dem Schliissel-Schloss-Prinzip (z.B. in der
DNA, zwischen Antikorper und Antigen oder zwischen Enzym und Substrat, siche Abb. 9.14) auf eine
Wechselwirkung zwischen ungleichen (komplementéren) Partnern.

Dieses Konzept kann in zwei Richtungen erweitert werden:

— Man kann einen quantitativen Zusammenhang herstellen zwischen dem Hildebrand-Parameter und der

Mischungsenthalpie. Man definiert einen y-Parameter (,,chi-Parameter) gernéiB199
_ Glg. 9.8.5
zAe V 2
e rr )
B

197 Hier ist von Fliissigkeiten die Rede. Weil diese weitgehend inkompressibel sind, sind alle Volumeninderungsarbeiten unbedeu-

tend. Energie und Enthalpie haben dann dhnliche Werte.
198 Zwei Randbemerkungen:

— Es gibt auch Fille, in denen abweichend von dem hier entwickelten Bild die Mischungsenthalpie negativ ist. Dann spielen giins-
tige komplementdire Wechselwirkungen zwischen ungleichen Partnern eine Rolle. Dies tritt oft bei H-Briicken ein. Deshalb findet
man in wéssrigen Systemen oft negative Mischungs-Enthalpien.

— Im Grenzfall kleiner Konzentration einer Spezies iiberwiegt stets die Mischungsentropie in dem Sinne, dass es eine gewisse —
mdglicherweise sehr kleine — Randloslichkeit gibt.

199 en.wikipedia.org/wiki/Flory-Huggins_solution_theory
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z ist hier die Anzahl der Nachbarn eines Molekiils (die ,, Koordinationszahl*). V ist das molare Volumen
(hier vereinfachend als fiir beide Komponenten gleich angenommen). Die Mischungs-Enthalpie wird
dann zu

Glg. 9.8.6
A, H=nRTx x,

Abb. 9.15 zeigt in blau die Freie Mischungsenthalpie der reguldren Losung als Funktion der Zusammen-
setzung. Wenn der y-Parameter geniligend gro8 ist, hat die Funktion A,..xG(xz) zwei Minima.

Man kann — auf einer vor allem empirischen Basis — die Regel ,,Gleiches 16st Gleiches* verfeinern, indem

man die Ahnlichkeit zweier Substanzen nicht anhand eines einzelnen Parameters 8, sondern anhand dreier

200

separater Parameter (anhand der ,,Hansen-Solubility-Parameter, HSBs) quantifiziert.”~ Man ersetzt

Glg. 9.8.5 durch

Glg. 9.8.7

4

Xag = E((Sde,A - 6de,B )2 + (Bpol,A - 6,;01,3 )

2

+ (BH,A - 8H,B )2 )

Svaw, Opor und Oy quantifizieren unpolare Wechselwirkungen, polare Wechselwirkungen und Wechselwir-

kungen tiber H-Briicken.?!

Es gibt verschiedene Vorgehensweisen, die HSPs abzuschétzen. Der Prakti-
ker argumentiert vom Ergebnis her. Es ist das Ziel, die Mischbarkeit (die Benetzbarkeit, die Adha-

sion, ...) von Substanzpaaren anhand weniger Parameter vorherzusagen. Bei dem Eintrag von Werten in
die betreffenden Tabellen l4sst man sich von diesem Ziel leiten und stellt Fragen zu den physikalisch-che-

mischen Grundlagen hintan.

Merke

Die Regel ,,Gleiches 16st Gleiches* kann man mit den Mischungsregeln
verstehen. Zentral ist die Frage, ob man die Wechselwirkungs-Energie
approximativ als ein Produkt zweier Parameter schreiben kann, die je-
weils einzeln nur einem der Partner zugeordnet sind.

Der Hildebrand-Parameter quantifiziert die innere Kohédsion eines Mate-

rials. = AmixH
Die Faktorisierung der Wechselwirkung fiihrt zu einem ,,y-Parameter®. :;;Ai;néxs «
Man kann dann die Mischungs-Enthalpie schreiben als 05 55 A
ApiH = nRTx X4XB.

Abb. 9.15

Den Hildebrand-Parameters kann man durch mehrere Parameter ersetzen,
welche verschiedene Aspekte der Ahnlichkeit erfassen. Solche Parame-
ter sind die ,,Hansen-Solubility-Parameter.

reguldren Losung (in blau).

1.0

Die Freie Mischungsenthalpie der

Wechselwirkungen zwischen komplementiren Partnern sowie weiterhin
das Schliissel-Schloss-Prinzip werden von den Mischungsregeln nicht erfasst.

200 In der Chromatographie wird Ahnlichkeit mit fiinf Parametern quantifiziert. Diese sind Teil der ,linear solvation energy relation-

ships”, (LSERs).

201 Hier liegt genau genommen eine Inkonsistenz vor. Wechselwirkungen iiber H-Briicken enthalten eine Komplementaritit in dem

Sinne, dass Donoren von Akzeptoren angezogen werden und umgekehrt. Es wird also nicht Gleiches von Gleichem angezogen.
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9.9 Kolligative Eigenschaften

Als , kolligativ* werden Eigenschaften bezeichnet, die Anzahl-abhédngig sind. Die wichtigste dieser Ei-
genschaften ist der osmotische Druck (Abschnitt 9.10). Weitere Beispiele sind die Siedepunkts-Erhdhung
und die Gefrierpunkts-Erniedrigung (Abschnitt 9.12). ,,Anzahl* meint dabei eine Stoffmenge in Einheiten
von mol.?> Den kolligativen Eigenschaften liegt alleine das Streben nach Entropie zugrunde. Nachdem das
ideale Gas keine intermolekularen Wechselwirkungen kennt, spielt die Entropie flir die Eigenschaften von

Gasen die entscheidende Rolle.?%

Es zeigt sich aber, dass es solche kolligativen Phdnomene auch in Fliissig-
keiten gibt. In Fliissigkeiten gibt es viele intermolekulare Wechselwirkungen. Anderenfalls ldgen die Mole-
kiile nicht in kondensierter Phase vor. Es kann keine Rede davon sein, dass die Entropie fiir die Eigenschaf-
ten von Flissigkeiten die alles entscheidende Rolle spielen wiirde. Die Enthalpie ist in etwa so wichtig wie
die Entropie. Trotzdem wird das chemische Potential der Majorititskomponente einer Mischung in Grenz-
fall der fast reinen Fliissigkeit allein von der Entropie bestimmt. Wie in Abb. 9.8 begriindet wurde, gilt in

diesem Grenzfall das Raoult-Gesetz:

Glg. 9.9.1
Py P R—xp,*

Die rechte Seite in Glg. 9.9.1 ist als das erste Glied einer Taylor-Entwicklung in xz aufzufassen. Dieses erste
Glied hiangt nur vom Molenbruch der Komponente xz ab. Die Wechselwirkungen gehen nicht ein. Aus Glg.
9.9.1 folgt auch fiir reale Mischungen die Relation

Glg. 9.9.2
n(l)=p,*(/)+RTInx, firx, -1
9.10 Der osmotische Druck, das van’t-Hoff-Gesetz
Neben dem idealen Gasgesetz ist das van’t-Hoff-Gesetz Gasdruck Abb. 9.16
fiir den osmotischen Druck ein zweites universelles Gesetz mit ® Den Druck des ide-
starker Vorhersagekraft. Der osmotische Druck ist gut mess- ® alen Ga}fzs k%m:r
. ) man mit der Entro-
bar. Glg. 9.10.1 und Glg. 9.10.2 fassen die Analogien zusam- <. ® pie erkliren (Glg.
men: o ® 6.2.41), aber man
kann auch mit der
Glg 9.10.1 osmotischer Druck kinetiSChe_n Energie
_ dU _ nRT e oo : ©e®e o argumentieren.
p= _dV 5 p= % ° e %0 ¢ Den osmotischen
S ° :. °® : °® ..: o0 Druck kann man
° o, o’o 02 ° nicht ohne die Mi-
Glg.9.102 | |9 ,' : ol :.'.0: ;th;irilisiintropie
(dAG . j 2 "sRT £ '
H [ mix , —
dV n_Solvent V

202 Kolligative Eigenschaften sind in der Regel nicht Anzahl-abhingig in dem Sinne, dass man aus Ihnen die Avogadro-Konstante

ablesen konnte. Weil der Molenbruch die Einheit mol/mol hat, kiirzt sich Avogadro-Konstante aus den Gleichungen. Eine genaue
Bestimmung der Avogadro-Konstante ist erstaunlich schwierig. Noch lange nachdem die grole Mehrheit der Naturwissenschaftler
die Atomhypothese akzeptiert hatte, war der Wert von N4 (und damit die Grofe der Atome) nur ungenau bekannt.

203 Auch der Druck des idealen Gases zihlt zu den Anzahl-abhingigen Eigenschaften, obwohl er normalerweise nicht zu den kolliga-
tiven Eigenschaften gezéhlt wird. In Glg. 6.2.41 wurde gezeigt, dass man den Druck des idealen Gases aus der Entropie des idea-
len Gases herleiten kann.
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Konzeptionell liegt ein Unterschied vor. Den idealen Gasdruck kann man mit der Entropie erkldren, aber
man kann ihn auch mit dem Impulsiibertrag beim Aufprall der Molekiile

auf die Wand erkldren. Den osmotischen Druck ohne die Mischungs- Drucksensoren
entropie zu erkléren, ist mithsam. Man kann den osmotischen Druck als / \
eine entropische Kraft pro Flache auffassen. Abb. 9.16 stellt den Unter- P p+H1
schied diagrammatisch dar. 1] 11
Wir leiten die van’t-Hoff-Formel (Glg. 9.10.2 rechts) nicht aus der o ° o0 .. . o ©° .
linken Hilfte von Glg. 9.10.2 her, sondern folgen den Ublichkeiten und o . Y +H).
gehen von Abb. 9.17 aus. Ein osmotischer Druck entsteht, wenn zwei b (P) [ HAP
Kompartimente durch eine semipermeable Membran verbunden sind. ® o0 ® ] ® . o
Ein solche Membran ist nur durchléssig fiir das Losungsmittel, nicht fiir Abb. 9.17
. 204 . . . .
den geldsten Stoff.*** Solche Membranen sind von enormer technischer Fin idealisierter Messaufbau fiir den
Bedeutung. Sie kdnnen — vereinfacht gesagt — auf einem osmotischen Druck. Das Volumen auf
GroBenausschlussprinzip oder einer Wechselwirkung beruhen. Fiir groBe | beiden Seiten der Membran ist kon-
. . . . stant. Auf der Seite, die die Minori-
Molekiile (Polymere, Proteine, ...) verwendet man meist nanopordse . ) S
) ] titskomponente enthilt, baut sich ein
Membranen. Ionen kann man mit Membranen zuriickhalten, die so Uberdruck auf.

hydrophob sind, dass sie zwar noch Wasser aufnehmen und
transportieren, nicht mehr aber in Wasser geldste Ionen. Die Biomembran ist von dem letzteren Typ.

Abb. 9.17 zeigt einen Versuchsaufbau, der idealisiert ist insofern, als das Volumen des rechten
Kompartiments konstant ist. Das ist in den meisten praktischen Situationen anders, weil die Membran eine
endliche Steifigkeit hat und sich unter Druck biegt. Dabei wiirde sie eine Volumenanderungsarbeit leisten.
Diese Komplikation umgehen wir. Das Kompartiment zur Rechten enthélt einen geldsten Stoff B, das
Kompartiment zur Linken enhilt das reine Losungsmittel. Die Entropie wiirde grundsétzlich eine Mischung
von A und B iiberall begiinstigen. Weil aber die Membran nur fiir die Komponente A permeabel ist, stromt
nur die Komponente A nach rechts, solange bis der aufgebaute Uberdruck dem weiteren Einstromen ein
Ende macht.

Die Rechnung baut auf dem chemischen Potential des Losungsmittels auf. Auf der linken Seite ist dies

gegeben durch

Glg. 9.10.3
M pinks = Mg * (p)
Auf der rechten Seite ist das chemische Potential des Losungsmittels gegeben durch

Glg. 9.10.4

MA,rechts :“A (xA3p+H) ZH«A *(p-i-H)-f-RThle

Im zweiten Schritt wurde Glg. 9.9.2 benutzt. Es gilt Quasi-Idealitét bei xa — 1. Es gilt weiterhin

204 Der Begriff ,,semipermeabel* bezieht sich also auf den Stoff, nicht etwa auf die Richtung des Transports. Das letztere wiire eine
Art Diode. Solche Membranen (auch ,,Brownsche Ratschen® genannt) darf es nicht geben. Sie verletzen den Zweiten Hauptsatz,
weil sie spontan einen osmotischen Druck aufbauen wiirden, dem man Arbeit entziehen konnte.
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Glg. 9.10.5

peridp, *

“’A,rechts =ly *(p) + jp d]} dﬁ + RT In Xy

—u, *(p)+j:+HZdﬁ +RTInx,

U, *(p)+HI7A +RTInx,

Im zweiten Schritt wurde eine Fundamental-Gleichungen zum Ansatz gebracht (Glg. 6.2.31). Es gilt

ua* = Ga mit Ga der molaren Freien Enthalpie des reinen Losungsmittels. Weiterhin ist 9Ga/0p = Va. Es
wurde konstantes Mol-Volumen des Losungsmittels angenommen. Stoffliches Gleichgewicht

(Wd tinks = W rechss) fiihrt zu

~ Glg. 9.10.6
1V, =—RTnx,

Wir benutzen x4 = 1 — xp, Taylor-entwickeln den Logarithmus gemal In(1 — €) » —¢, und gelangen zu

Glg. 9.10.7
IV, =RTx,
Wir rechnen um vom Molenbruch zur Konzentration

Glg. 9.10.8
xB: M — ~ nB_ :n—BZ[B]

VTA (nA+nB)VA nV, V

Wenn wir die Konzentration als [B] bezeichnen, folgen wir den Ublichkeiten. Hier ist mit Konzentration die
Stoffmenge pro Volumen gemeint, aber diese Einheit muss nicht zwingend mol/L sein und die Einheit bleibt
bei der GroBe. ([B] ist nicht dimensionslos.) Damit gelangen wir zur van 't-Hoff-Gleichung

Glg. 9.10.9
M =22 RT = [B]RT
v

Der osmotische Druck ist also proportional zur Stoffmenge (ist eine kolligative Eigenschaft). Deshalb erzeu-
gen grof3e Objekte (Latex-Partikel, langkettige Polymere) bei einer gegebenen Konzentration in Einheiten
von g/L einen kleineren osmotischen Druck als kleine Molekiile. ,,Osmogene* sind stets kleine Molekiile.

Einige Bemerkungen zur physikalischen Interpretation: Der Druck des idealen Gases entsteht, weil die
Molekiile an der Wand reflektiert werden und dabei einen Impuls auf die Wand iibertragen. Der osmotische
Druck entsteht, weil die Molekiile des Losungsmittels (vor allem die Molekiile des Losungsmittels, bedenken
Sie die hohe Verdiinnung) 6fter auf die eine Seite der Membran stofen, als auf die andere Seite. Auch hier
ist der Druck letztendlich ein Impuls-Ubertrag pro Fliche und Zeit, aber die Anzahl der StéBe ist nicht auf
beiden Seiten der Membran gleich, weil die Membran eine Mischung verhindert.

Wir stellen noch Verbindung zwischen Glg. 9.10.6 und Glg. 9.10.2 links her. Wenn Lésungsmittel der
Menge dna von aullen in den Raum mit der Mischung einflief3t, &ndert sich das Gesamtvolumen um Vadna.
(Diese Volumenédnderung tritt im Auflenraum ein, nicht in dem Kompartiment mit der Mischung, denn die
Membran war als starr approximiert worden.) Es ist also
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Glg. 9.10.10

dAG, . 1 dAG, 1 .\ RTInx
H:— = ——— :_T(“A_IJ'A):_?A
d V n_Solvent VA dnA VA VA

Der osmotische Druck ist zunichst die Konsequenz eines verminderten chemischen Potentials der Kom-
ponente A (des Losungsmittels). Man kann schreiben

Glg. 9.10.11

HZVL(HA *(p)_“A (xA’p))

A

Diese Sicht ist korrekt, aber insofern etwas unbefriedigend, als der osmotische Druck eigentlich von der
Komponente B ausgeht und man vermuten mochte, dass er auch etwas mit deren chemischem Potential zu
tun habe. So ist es in der Tat. Gehe aus von Glg. 9.10.11 und veréndere den Molenbruch der Komponente
B. Damit verdndert sich auch der Molenbruch der Komponente A. Wir gehen zur differenziellen Schreib-
weise iiber und formulieren

Glg. 9.10.12

(dI), =

V.7 % (d“A )V,T
A

An dieser Stelle greift die Gibbs-Duhem-Relation. Die Gibbs-Duhem-Relation wird normalerweise wie folgt
notiert:

Glg. 9.10.13
n, (duA )p’T +n, (duB )p)T =0

Dies ist die Ublichkeit, weil das chemische Potential meistens als pa = (dG/dna),r aufgefasst wird. Man
kann aber auch schreiben pa = (d4/dna)vr (siche Glg. 8.4.3). Deshalb kann man die Gibbs-Duhem-Relation
auch schreiben als

Glg. 9.10.14
n, (du, )V,T + 1, (du, )V,T =0

Eingesetzt in Glg. 9.10.12 ergibt sich Meerwasser
Glg. 9.10.15
I n
( )V,T VA n, ( B )V,T
Damit ist gezeigt, dass der osmotische Druck eng mit dem chemi-
schen Potential des geldsten Stoffs zusammenhéngt, so wie man dies Abb. 9.18
intuitiv vermutet. Eine Osmose-Kraftwerk wandelt Mi-
schungsentropie in Arbeit.
Wir schlieBen mit einigen Bemerkungen zur Relevanz des osmo- de.wikipedia.org/wiki/Osmosekraft-

tischen Drucks: werk

— Man kann aus dem osmotischen Druck das Molekulargewicht der
Komponente B erschlieBen. Es gilt die Relation M = ¢3/[B] mit M dem Molekulargewicht, cz der Mas-
senkonzentration in Einheiten von g/L und [B] der Molaritit in Einheiten von mol/L. (Man benutzt die
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Relation [B] =I1/(RT)). Diese Methode wird im Bereich der Polymer-
Charakterisierung angewandt. Sie funktioniert vor allem fiir nicht zu
groBe Molekulargewichte, denn fiir hohe Molekulargewichte wird die
Anzahl der Ketten pro Einheitsvolumen klein (und damit der osmotische
Druck klein).

— Es wird diskutiert, aus der Mischung von SiiBwasser und Salzwasser an
der Miindung von Fliissen Energie zu gewinnen (Abb. 9.18). Der osmo-
tische Druck des Salzwassers ist in der Gré3enordnung von 30 bar. Das
Verfahren ist derzeit nicht wirtschaftlich.

— Die semipermeable Membran kann durch die Forderung nach Elektro-

Abb. 9.19
neutralitit ersetzt werden. In Abb. 9.19 konnen die Gegenionen das Geladene Gegenionen lassen Poly-
Netzwerk aus geladenen Polymerketten nicht verlassen, weil dann das elektrolyt-Gele aufquellen.

Netzwerk eine Netto-Ladung hétte. Der Rand des Netzwerks ist nur fiir
Wasser permeabel, nicht fiir Gegenionen. Der osmotische Druck von Gegenionen spielt fiir alle Po-
lyelektrolyte ein grofie Rolle.

— Der osmotische Druck verhindert, dass die Matrix
diffuse Doppelschicht aus Gegenionen,
welche sich in wissrigen Losungen tiber
einer geladenen Oberflache ausbildet, auf
diese geladene Oberflache kollabiert.

— Ein wesentlicher Energietrager in der Bio-
logie ist der osmotische Druck von H" im
Intermembranraum der Mitochondrien und
Chloroplasten (Abb. 9.20). H" ist ein
giinstiges ,,Osmogen“, weil es klein ist.

aulRere Membran

Der osmotische Druck ist Anzahl-gesteu- Intermembranraum  innere Membran Blick

ert. Weil H" klein ist, kann die Natur sehr
viele H -Ionen in ein kleines Komparti- Abb. 9.20

Der osmotische Druck von H im Intermembranraum der Mitochond-

ment einschlieBen. Ein Teil der gespei- rien speichert Energie.

cherten Energie ist hier allerdings elektri-

scher Natur, denn H" ist geladen und es gibt ein Membran-Potential. Der osmotische Druck treibt in die-
sem Fall keine Turbine sondern eine molekulare Maschine, die aus ADP und anorganischem Phosphat
ATP erzeugt.

Merke
— Im Grenzfall hoher Verdiinnung ist der osmotische Druck proportional zur molaren Konzentration der
verdiinnten Komponente [B] (Einheit mol/L). Der osmotische Druck ist Anzahl-gesteuert.

9.11 Die Virial-Entwicklung des osmotischen Drucks

Die van’t-Hoff-Gleichung gilt nur fiir verdiinnte Systeme. Wie beim realen Gas auch, ndhert man sich
der Komplexitdt von konzentrierten Losungen mit einer Virial-Entwicklung. Die Bemerkungen aus Ab-
schnitt 3.3.2 lassen sich auf Losungen iibertragen. Die Virial-Entwicklung schreibt sich als

Glg. 9.11.1
I =[B]RT (1+ B[B]+...)
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Leider bezeichnet hier ,,B*“ sowohl die Minoritdts-Komponente als auch den 2. Virialkoeffizienten (den Koef-
fizienten zu [B] in der Klammer). Die beiden Bedeutungen haben nichts miteinander zu tun. Der 2. Virial-
koeffizient quantifiziert die Paar-Wechselwirkungen. Der 2. Virialkoeffizient hat die Dimension eines mola-
ren Volumens und heifit deshalb auch ,,ausgeschlossenes Volumen®. Wenn die geldsten Molekiile sich
wechselseitig absto3en, ist der 2. Virialkoeffizient von derselben Groflenordnung wie das Mol-Volumen der
reinen Flissigkeit B. Beim Vorliegen von attraktiven Wechselwirkungen ist er kleiner und kann durchaus
auch negativ werden.

Wenn der 2. Virialkoeffizient null ist, bezeichnet man die Losung als pseudo-ideal (zu unterscheiden
von ideal). Diese sogenannte ,,0-Bedingung® wird in der Physik der Polymere vielfach diskutiert.

Losungen spielen sowohl in der Technik als auch in den Lebenswissenschaften eine groe Rolle. Des-
halb wird der 2. Virialkoeffizient hdufig gemessen. Leider ist die Osmose als Messmethode etwas umstind-
lich, denn man braucht eine Membran. Es gibt andere Methoden.?® Der 2. Virialkoeffizient wird meist im
Rahmen von Paar-Wechselwirkungen interpretiert. Wenn die Losungen konzentriert sind (so ist es in der
Biologie und der Pharmazie), ist der 2. Virialkoeffizient nur

ein erster Schritt auf dem Weg zum Verstdndnis. Rationale Ma 1 fest

ﬂUSsig’ rej

Strategien zur Optimierung von konzentrieren Losungen {

sind eine grofle Herausforderung.

gasf.
ks \
— Bei hoherer Konzentration entwickelt man den osmoti-
schen Druck IT nach [B] (Virial-Entwicklung). Der 2.
Virialkoeffizient beschreibt die Paar-Wechselwirkungen. T = T T

fus

Fir das Verstiandnis der weitverbreiteten konzentrierten
Abb. 9.21

i, RTIn(x,)

Losungen reicht der 2. Virialkoeffizient nicht aus.

9.12 Siedepunktserhéhung und Gefrierpuntkserniedrigung

Siedepunkts-Erhohung und Gefrierpunkts-Erniedri-
gung treten ein, wenn eine geldste Substanz nur (oder
vor allem) in der fliissigen Phase 16slich ist.

Siedepunktserhéhung und Gefrierpuntkserniedrigung

sind zwei weitere Bespiele fiir kolligative Eigenschaften. Der Mechanismus ist in Abb. 9.21 skizziert.
Wenn eine Substanz B nur in der fliissigen Phase der Substanz A 16slich ist, senkt sie nur deren chemisches
Potential. Dann verschieben sich die Schnittpunkt mit den chemischen Potentialen von Kristall und

Gasphase. Eine praferentielle Loslichkeit in der
Fliissigkeit gegeniiber dem Kristall ist hdufig gegeben, A é
weil die Substanz B die kristalline Ordnung stort. Der

Dampfdruck der gelosten Substanz ist klein, wenn es P

sich um ein groBes Molekiil handelt. Uber die Rechnung

P 4 -
gehen wir hinweg. Die Rechnung macht an einer “Aﬂ A
wichtigen Stelle Gebrauch von der Relation =Hap dG/dx o
B
Paiq = pa® + RTIn(xa).
9.13  Entmischung und Tangentenkonstruktion X Pl X Bj Xg
Wenn — wie in Abb. 9.15 gezeigt — die Kurve G(x5) | app.9.22

zweil Minima hat, kommt es zur Entmischung. Die Zu- Die Tangenten-Konstruktion

sammensetzungen der A-reichen und der B-reichen

205 Zu den anderen Methoden: Ein stark positiver 2. Virialkoeffizient zieht kleine Konzentrationsfluktuationen nach sich. Die letzte-
ren kann man z.B. mit der Lichtstreuung sichtbar machen und quantifizieren.
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Phase entsprechen aber nicht den Zusammensetzungen an den betreffenden

Minima. Es kommt vielmehr die Tangenten-Konstruktion zur Anwendung A

(Abb. 9.22). Abweichend von in Abb. 9.15 liegen in Abb. 9.22 die End- . TT

punkte der Kurve G(x3) nicht auf gleicher Hohe. Gezeichnet ist die ge-

samte molare Freie Enthalpie, nicht die Freie Mischungs-Enthalpie. Die :

reinen Substanzen haben verschiedene absolute Werte der freien Enthalpie. T< Ty,

Es gilt G = H —TS. H und S kénnen kalorimetrisch bestimmt werden (Abb. -

7.2). Achtung: Verwechseln Sie die Differenz Gg — G nicht mit der i e

Freien Reaktions-Enthalpie (AG® in Glg. 10.2.5 und Glg. 10.3.5, siche Abb. 9.23

auch Abb. 10.2 und Abb. 10.3). Gsund G4 sind definiert relativ zu den Binodale und spinodale Entmischung.

Werten dieser Substanzen am absoluten Nullpunkt. Gg und Ga hingen von | Die gestrichelte Linie bezeichnet die
Mischungsliicke.

den intermolekularen Wechselwirkungen ab. AG© wire die Triebkraft der
chemischen Umwandlung von A nach B, wenn diese erlaubt wire.

Gehe aus von einer gemischten Fliissigkeit mit der Freien Enthalpie Gmixea. Das System senkt seine
Freie Enthalpie durch Entmischung. Die Brutto-Zusammensetzung éndert sich dabei aber nicht, denn es sind
keine chemischen Reaktionen zugelassen. SchlieBlich erreicht das System die Freie Enthalpie Gaemixed. Gae-
mixed 18t das gewichtete arithmetische Mittel zwischen den Freien Enthalpien G(xp) und G(xgp). o und B ste-
hen fiir die A-reiche und die B-reiche Phase:

Glg. 9.13.1

_ na(_?(xB,a)+nBG(xB,B)

demixed

n, +ny

Die beiden Mengen n, und ng ergeben sich aus dem Hebelgesetz (Abb. 9.10). Wie in Abb. 9.22 zeigt, wird
Glemixed minimal, wenn die entmischten Zustéinde auf einer gemeinsamen Tangente an die Kurve G(x;) lie-
gen. Die chemischen Potentiale s und pg liest man nicht aus der Steigung dieser Tangente ab. Diese Stei-
gung ist dG/dx3, zu unterscheiden von dG/dn, und dG/dn; (letztere die chemischen Potentiale). Gehe aus
von der Definition des chemischen Potentials:

Glg. 9.13.2
dG d — dG =
=s|l— | =—\(n,+n,)G) =(n,+n,)— | +Glx
M, (dﬂA l dn, (( 4 B) )ns ( 4 B)(dl’lA l ( B,a)
dG/dn. hingt mit der Steigung dG/dxg wie folgt zusammen.
Glg. 9.13.3
dG dG dx, dG d ( , J_d(_? ony | dG —xy
dn, dx,dn, dxydn,\n,+n, ) dx, (”A+”B)2 dx, n, +n,
Einsetzen in Glg. 9.13.2 fihrt zu
Glg. 9.13.4
dG) =
=—x;| — |+G(x
My B [de ] ( B)
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Dies beweist, dass die chemischen Potentiale an den Rdndern der Tangenten-Konstruktion abgelesen wer-
den. Beachten Sie: Die chemischen Potentiale in den beiden Phasen sind gleich, so wie es sein muss.

Wir waren beim realen Gas auf eine mogliche Metastabilitit gestoBen. Eine solche Metastabilitdt gibt
es auch bei der Entmischung. Wenn die Kriimmung der Kurve G(x5) bei einer bestimmten Zusammenset-
zung negativ ist, werden kleine Fluktuationen der Konzentration sofort wachsen. Es wird stets sofort zur
Entmischung kommen. Es gibt jedoch auch Bereiche innerhalb der Mischungsliicke, an denen die Kriim-
mung der Kurve G(xz) positiv ist. Bei diesen Konzentrationen ist die Entmischung nukleiert. Man spricht
von der ,,spinodalen* bzw. der ,,binodalen* Entmischung (Abb. 9.23).

Die spinodale Entmischung ist aus technischer Sicht bisweilen giinstiger, weil die Nukleation (an den
Wanden, an Schmutzteilchen, ...) u.U. schwer zu kontrollieren ist. Aullerdem ergeben sich bei der binoda-
len Entmischung Tropfen, bei der spinodalen Entmischung dagegen bikontinuierliche Strukturen. Die spino-
dale Entmischung fiihrt nicht zu Tropfen, weil es sich um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung handelt.
Das sieht man daran, dass das System den kritischen Punkt durchlduft. Tropfen werden durch eine Oberfla-
chenspannung hervorgerufen, welche eine Kugelform der dispersen Phase bewirkt. Eine Oberflichenspan-
nung tritt aber nur fiir Phaseniibergéinge erster Ordnung auf, also nur fiir die binodale Entmischung.

Zwei Randbemerkungen:

— In Abb. 9.23 kommt es bei tiefen Temperaturen zur Entmischung, weil dort der Einfluss der Mischungs-
entropie klein ist. In wéssrigen Losungen von Polymeren kommt es oft zur Entmischung beim Authei-
zen. Dies ist in einer lokalen Negentropie von eisartigem Wasser an hydrophoben Oberflichen begriin-
det. Die betreffenden Polymere (Kohlenstoffketten) sind oft leicht hydrophob. Die hydrophobe Wechsel-
wirkung hat eine entropische Ursache. Ihr Einfluss steigt mit steigender Temperatur.

— Entmischung fiihrt stets zu einer Stofftrennung. Stofftrennung ist in Natur und Technik von {ibergreifen-
der Bedeutung.

Abb. 9.24 skizziert ein Beispiel fiir einen technischen Prozess, ndmlich der Herstellung von Filterpa-
pier. In diesem Fall ist die Entmischung nicht getrieben durch eine Senkung der Temperatur, sondern durch
die Verdampfung eines Losungsmittels in Gegenwart eines Nicht-Losungsmittels (welches spater entfernt
wird). Abb. 9.24 zeigt ein Phasendiagramm einer terndren Mischung (Abschnitt 9.16).

Ein anderes Beispiel ist Vycor Glas (Abb. 9.25). Reines Quarzglas zu erschmelzen, erfordert hohe
Temperaturen (~ 2000 °C). Man erschmilzt stattdessen ein Bor-Silikat-Glas bei etwas iiber 1000° C. Dieses
System entmischt beim Abkiihlen. Man laugt die Borat-Phase aus, sintert die Silikatphase, und gelangt
ebenfalls zu einem silikatischen Glas. (Man kann den porésen Schwamm, den man nach dem Auslaugen er-
hilt, auch als Schwamm nutzen, aber dieses Produkt ist nicht sehr bedeutend.)
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Weg A
B
B

Lésemittel Nicht-Lésemittel

Abb. 9.25

Der mesopordse Vorldufer von
Vycor-Glas
pubs.rsc.org/EN/content/artic-
lehtml/2001/cp/b00896 1n

Abb. 1.3 Mechanismus der Phasentrennung wihrend der Membranbildung.

Abb. 9.24

Filterpapier wird iiber eine spinodale Entmischung hergestellt. A
und B bezeichnen den binodalen und den spinodalen Bereich.
Peinemann, Nunes in: Ohlrogge, Ebert: Membranen: Grundlagen,
Verfahren und industrielle Anwendungen, Wiley 2006

Merke

— Wenn die Mischungsenthalpie positiv und ausreichend gro8 ist, hat die Freie Enthalpie als Funktion der
Zusammensetzung zwei Minima und es kommt zur Entmischung.

— Die Zusammensetzung der beiden Phasen und die chemischen Potentiale entnimmt man der Tangenten-
Konstruktion.

— Wenn die lokale Kriimmung der Kurve G(xz) negativ ist, ist die Entmischung spontan. Andernfalls gibt
es Metastabilitdt und die Entmischung ist nukleiert.

— Wenn das Material durch den kritischen Punkt 1duft, entsteht eine bikontinuierliche Struktur (,,spinodale
Entmischung®). Andernfalls handelt es sich um eine ,,binodaler Entmischung®, bei der sich aufgrund der
nicht-verschwindenden Grenzfldchenspannung Tropfen bilden.
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9.14 Eutektische Mischungen

Haufig schmelzen Mischungen bei etwas tieferen Temperaturen als die reinen Komponenten, weil die
die verschieden geformten Molekiile der kristallinen Ordnung entgegenstehen (blau in Abb. 9.26 oben). Das
kann man als eine Analogie zu dem tief-siedenden Gemisch aus Abb. 9.11 auffassen. Die Analogie ist un-
vollkommen, weil der Kristall eine andere Symmetrie hat als die Fliissigkeit. Einen solcher Symmetriebruch
tritt beim Sieden nicht auf. Fliissigkeit und Dampf sind beide isotrop, auch wenn die Fliissig eine Nahord-

nung aufweist.

Es kann nun vorkommen, dass es in s/, 26 G colid
der festen Phase eine Mischungsliicke gibt T 7 :
(rot in Abb. 9.26 oben). Weiterhin kann W
es vorkommen, dass die fest/fest-ent- sl A
mischte Phase mit der fliissigen Phase
iiberlappt. Dann mdchte man versucht solid, 26
sein, das Phasendiagramm zu zeichnen,
wie in Abb. 9.26 Mitte gezeigt. Uberzeu- T lquia1e s 2s

gen Sie sich davon, dass ein solches Pha-
sendiagramm nicht mit der Gibbsschen
Phasenregel vertraglich ist (Abschnitt
8.2). Das Phasendiagramm muss stattdes-
sen aussehen, wie in Abb. 9.26 unten ge-
zeigt. Die Einzelheiten kann man sich
anhand der Tangenten-Konstruktion klar-
machen (Abb. 9.27).

Fliissiges Verhalten kann man bis-
weilen herbeifiithren, indem man Stoffe
mischt, die sich wechselseitig in der Aus-
bildung einer Kristallstruktur storen.
(Achtung: Auch wenn die Mischung
amorph ist, mag deren Viskositit hoch
sein.) Unter den Anwendungen dieses
Sachverhalts sind:

— Das Lotzinn, eine metallische Legierung mit einem niedrigen Schmelzpunkt

solid, 1¢

1/ solid, 2¢

T shl, 26

liquid, 1¢

solid, 1¢

solid, 2¢

Abb. 9.26
Zum eutektischen Phasendia-
gramm

Abb. 9.27
Tangenten-Konstruktionen fiir das
eutektische Phasendiagramm.

— Die nematischen Flissigkristalle, die in den LC-Displays zur Anwendung kommen

Reine Nematen liegen in der Regel nur in einen schmalen Temperaturbereich nematisch vor. Oft liegt

dieser Bereich oberhalb der Raumtemperatur. Durch Mischen von verschiedenen ,,Nematogenen® wird
die Kristallisation unterbunden und der Temperaturbereich der nematischen Phase ausgedehnt.

— Die Elektrolytbéder fiir die galvanische Beschichtung (,,electroplating*)

Die Salz-Konzentration in diesen Bader ist so hoch, dass man Salze und Liganden geschickt wiahlen
muss, um das Auskristallisieren zu verhindern. Das ist mdglich.

— Bei den ,,bulk metallic glasses* (BMGs) ist die Kristallisation durch eine geeignete Zusammensetzung der

Legierung (in der Regel drei oder mehr Komponenten) unterbunden. BMGs sind amorph aber nicht fliis-
sig. Unter den Anwendungen sind Hochfrequenz-Transformatoren. BMGs haben geringe Verluste bei

der Ummagnetisierung.
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9.15 Thermodynamische Aspekte von Reinigung und Stofftrennung

Ein erheblicher Teil der Kosten in der chemischen Synthese entfdllt auf die Aufreinigung. Dabei macht
man sich entweder Phasengleichgewichte oder Adsorptionsgleichgewichte zunutze (letztere im Kontext der
Chromatographie). Vollstindige Reinheit ist deshalb im thermodynamischen Grenzfall unerreichbar, weil
die Freie Enthalpie als Funktion des Molenbruchs der Minoritdtskomponente xg im Grenzfall von kleinem xg
unendliche Steigung hat (Abb. 9.28).

Zu den reinsten Substanzen, die technisch hergestellt werden, gehdren die Silizium-Kristalle fiir die
Halbleiter-Industrie. Diese haben nur 10! Fremdatome pro Kubikzentimeter. Nachdem ein Kubikzentime-
ter Silizium 0.08 Mol Atome enthilt, entsprechen 10!! Fremdatome einem relativen Verunreinigungsgrad

von 2x10712,
: : AT fest
— Phasen-

Hochreines K ist
wt- Metall oexistenz

=~ Heizspule

H

™~ Schmelz-

\ bereich flussig
\ ™ Metall T
; X
\ B,solid X X
L Inertgas - ° >
Abb. 9.28
Im thermodynamischen Grenzfall Abb. 9.29

Monokristallines Silizium wird durch Zonenschmelzen aufgereinigt.
www.fbv.fh-frankfurt.de/mhwww/ach-vorlesung/Bilder/Si-hoch-
rein.htm

(N — ) kann man eine Substanz
B aus einer Mischung niemals
vollstindig entfernen, weil die
Steigung der Funktion G(xp) bei
xg — 0 unendlich wird.

Silizium wird mit dem sogenannten Zonenschmelzen gereinigt (Abb. 9.29). Mit einer Heizspule wird
eine bestimmte Zone verfliissigt. Weil die Loslichkeit der Verunreinigungen in der fliissigen Phase groBer
ist als im Kristall, reichern sich die Verunreinigungen in der fliissigen Zone an und werden so aus dem Kris-
tall herausgeschleppt.

Der zentrale Schritt ist ein Verteilungsgleichgewicht der Verunreinigungen zwischen fester und fliissi-
ger Phase. Solche asymmetrischen Verteilungsgleichgewichte sind typisch fiir viele Reinigungsprozesse.
Die rechte Seite in Abb. 9.29 zeigt die zugehdrige Tangenten-Konstruktion.

Merke
— Hohe Reinheit ist schwer zu erreichen, weil die Freie Enthalpie als Funktion des Restgehalts der Verun-
reinigungen bei nahezu perfekter Reinheit steil ansteigt.

9.16 Terndre Mischungen

Die meisten Bemerkungen dieses Kapitels lassen sich auf Mischungen mit mehr als zwei Komponenten
iibertragen. Die Phasendiagramme ternérer Systeme (ohne Temperatur und Druck) werden meist als Drei-
ecke aufgetragen, wie in Abb. 9.30 gezeigt. Diese Diagramme sollen an dieser Stelle geniigen. Machen Sie
sich klar, warum ein Punkt in diesem Dreieck alle drei Konzentrationen festlegt.
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ethylene glycol

A

furfural

Abb. 9.30

water

Phasendiagramme von ternidren Mischungen. Rechts sind ,,Konoden* gezeigt (englisch: , tie lines*). Diese durch-

laufen das Koexistenzgebiet und enden an den Zusammensetzungen der koexistierenden Phasen.
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10 Chemische Gleichgewichte
10.1 Chemisches Gleichgewicht ist nicht immer gegeben

Zunichst ist festzuhalten, dass das chemisches Gleichgewicht eher die Ausnahme als die Regel ist.
Abb. 10.1 zeigt die zu einer Reaktion gehorige Energie-Landschaft. Die Abbildung ist in vielerlei Hinsicht
vereinfachend. Insbesondere ist die ,,Reaktionskoordinate meist ein Vektor-Raum mit vielen Dimensionen.
Es gibt viele Pfade vom Anfangszustand zum Endzustand. Zentral fiir das folgenden Kapitel ist die Diffe-
renz der Freien Enthalpien zwischen End- und Ausgangszustand AG®. Fiir viele Reaktionen
— ist diese Differenz negativ und vom Betrag her viel grof3er als RT
— befindet sich auf dem Reaktionsweg eine Barriere mit der Freien Enthalpie AG?, die viel hoher ist als RT.
Solche Konfigurationen sind metastabil. Weite Teile der organischen Chemie befassen sich mit metastabilen
Substanzen. Weite Teile der belebten Welt bestehen aus metastabilen Substanzen. An diesen Stellen ist die
Freie Standard-Reaktions-Enthalpie AG® sicherlich von einer gewissen Bedeutung, aber das Zentrum des
Interesses liegt auf der Kinetik und den Zwischenschritten der Reaktionen.

Natiirlich gibt es Gleichgewichts-Reaktionen. Zu diesen gehoren bestimmte Gasphasen-Reaktionen bei
hohen Temperaturen. Die hohe Temperatur und moglicherweise die Gegenwart von Katalysatoren an den
GefiBwinden (wie im Haber-Bosch-Prozess, Abschnitt 10.6) erleichtern das Uberwinden der Energie-Barri-
ere. Auch die Siure-Base-Reaktionen in Wasser sind stets im Gleichgewicht. Der Protonen-Ubertrag in
Wasser ist eine der schnellsten Reaktionen {iberhaupt.

Die gestrichelte Linie in Abb. 10.1 zeigt eine Energie-Landschaft, die zu einem Gleichgewicht fiihrt.
Zunéchst ist die Aktivierungsbarriere flach. Zweitens ist der Energie-Un-

terschied zwischen Ausgangs- und Endzustand so klein, dass auch die _
Riickreaktion stattfinden kann.

Eine kleine Aktivierungsbarriere kann man durch Katalyse erreichen.
Dabei senken die Katalysatoren in der Regel nicht eine vorhandene Ener-
gie-Barriere, sondern sie erdffnen neue Reaktions-Pfade mit kleinerer Bar-

riere. Achtung: Die Katalysatoren nehmen normalerweise keinen Einfluss
auf AG©. Sie fiihren lediglich dazu, dass das Gleichgewicht auch erreicht
wird. Man kann das Gleichgewicht {iber die Temperatur, den Druck, und
durch die Wahl des Losungsmittels verschieben. Eine Randbemerkung:

Die Katalysatoren katalysieren in aller Regel auch die Riickreaktion.?% gie-Landschaft.

Reaktionskoordinate

Abb. 10.1

Wenn eine Triebkraft fiir eine bestimmte Reaktion besteht (wenn sich aus, wenn die Differenz der

Eine zu einer Reaktion gehorige Ener-

Eine chemisches Gleichgewicht bildet

AG® < 0), mag die Reaktion stattfinden oder auch nicht. Wenn eine sol- Freien Enthalpien von Produkten und

che Triebkraft aber nicht besteht (wenn AG® > (), dann kann kein Kataly-
sator dieser Welt die Reaktion herbeifiihren. Dies ist die in Wiirde geal- hinreichen flach ist (gestrichelt).

Edukten von der GroBen Ordnung RT
ist, und wenn die Aktivierungsbarriere

terte Charakterisierung der Gleichgewichts-Thermodynamik als eine Ne-
gation. Uber die Frage, ob sich ein System hin zu einem Gleichgewicht (welcher Art auch immer) bewegen
wird, macht die Gleichgewichts-Thermodynamik keine Aussage. Die Thermodynamik besagt lediglich, dass
sich ein System niemals spontan aus dem Gleichgewicht entfernen wird. Die ebenso gealterte Anwendung
dieser Weisheit ist die Reduktion von Erzen zu Metallen. Bei Raumtemperatur ist das Erz (ein Metalloxid)
thermodynamisch stabil. Es gibt keine Katalysatoren, mit denen man bei Raumtemperatur aus Erzen Metalle
machen konnte. Man muss das Gleichgewicht verschieben. Im Hochofen erreicht man das, indem man —

206 Ein katalytisch herbeigefiihrtes Gleichgewicht ist ein detailliertes Gleichgewicht. Naheres in Wikipedia.
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erstens — die Temperatur erhoht und — zweitens — die Reduktion des Metalls an die Oxidation von Kohlen-
stoff koppelt (Abschnitt 10.9).

Merke

— Metastabilitét, Aktivierungsbarrieren und Katalyse spielen in der Chemie eine grof3e Rolle.

— Wenn eine Triebkraft fiir eine Reaktion besteht (wenn G wihrend der Reaktion sinkt), mag die Reaktion
stattfinden oder auch nicht. Wenn keine Triebkraft besteht, kann die Reaktion auch tiber Katalysatoren
nicht herbei gefiihrt werden.

10.2 Gasgleichgewichte, unimolekulare Reaktionen

Der Weg von der der Freien Enthalpie zu den Gleichgewichtskonstanten von Reaktionen in der Gas-
Phase ist in Abb. 10.2 skizziert. Wir starten mit einer Reaktion von der Form A = B.2”” Die Tangenten-
Konstruktion aus Abb. 9.22 (welche in dieser Fliissigkeit eine Mischungsliicke beschreibt) hatte zur Voraus-
setzung, dass sich die Brutto-Zusammensetzung nicht &ndert. Wenn diese Voraussetzung entfillt, bewegt
sich das System schlicht und einfach zum Minimum der Kurve G(x3). In Abb. 10.2 hat diese Kurve nur ein
Minimum. Wenn sie zwei lokale Minima haben sollte (so wie z.B. in Abb. 9.22, was eine Entmischung vo-
raussetzen wiirde), nimmt das System das globale Minimum ein. Wie vormals liest man die chemischen Po-
tentiale an den Endpunkten der Tangente ab. Die Tangente liegt hier aber horizontal und die chemischen Po-
tentiale sind deshalb gleich. So muss es sein, denn es besteht ein chemisches Gleichgewicht.

Beachten Sie eine Feinheit. In Abb. 9.22 ist die Kurve G(xp) asymmetrisch wegen der Wechselwirkun-
gen (waq # wpp). Abb. 10.2 hat ein Gas zur Grundlage. Im Gas sind die Wechselwirkungen vernachléssig-

bar. Die Kurve ist gleichwohl asymmetrisch, weil die Komponenten A
und B verschiedene Freie Standard-Bildungs-Enthalpien haben. Die Ge-
stalt der Funktion G(xp) resultiert hier nicht in erster Linie aus dem
Wechselspiel von Mischungs-Entropie und Mischungs-Enthalpie. (Die
Mischungs-Entropie geht ein, aber die Mischungs-Enthalpie ist fiir Gase
gleich Null.)

Fiir eine unimolekularen Reaktion (A = B) gilt

Glg. 10.2.1 2
dG =p,dn, +p,dn, = (”B —Hy )dnB i e
Abb. 10.2
Wenn eine chemische Umwandlung
zwischen den Komponenten A und B
zugelassen ist, bewegt sich das Sys-
Glg. 10.2.2 tem zum globalen Minimum der

Die treibende Kraft fiir die Reaktion ist die Ableitung von G nach ng.

Kurve G(xz).
AG:= [d—GJ
dn, ot

Beachten Sie: Es ist A,.G # AGS, denn AGS = nz© — ny©. Weiterhin ist A.G # (dG/dx s),,r. Einsetzen der
Formel fiir das chemische Potential im Gas fiihrt zu:

207 Unimolekulare Reaktionen der Form A = B sind nicht sehr hiufig. Ein Beispiel ist die Isomerisierung von Methylisonitril
(CH3NC) zu Methylcyanid (CH3CN).
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AG=p,—u, =u? +RT1np—g—(uff +RT1np—gj
p p

r

—u? —p? + RTIn 2L = AG? + RTIn 22
P4 Py

Im Gleichgewicht ist A,G = 0:

0=AG? + RTIn22 = AG? + RT nK
P4

Glg. 10.2.3

Glg. 10.2.4

Den Ublichkeiten folgend wurden die Balken iiber AG® und AH© weggelassen. Im letzten Schritt wurde die

Gleichgewichtskonstante K eingefiihrt.”*® K ist pp/p.4 im Gleichgewicht.’”

Fiir den allgemeinen Fall verwendet man die Variable Q = pp/p4. Ach-
tung: Glg. 10.2.4 enthalt nur die Partialdriicke. Der Gesamtdruck geht
nicht ein.

Umstellen von Glg. 10.2.4 fiihrt zur van ‘t-Hoffschen Reaktionsiso-
therme:

%]
K = exp(— ARGT ]

Merke

— Die Gleichgewichtskonstante und die Freie Reaktionsenthalpie sind
verkniipft iber die Relation K = exp(-AGS/(RT)).

— K ist definiert iiber die Briiche py/p©. K héngt nur von den Partialdrii-
cken ab, nicht von Gesamt-Druck p.

Glg. 10.2.5

10.3 Nicht-triviale stéchiometrische Koeffizienten

A =B unimolekular

Abb. 10.3

Die treibende Kraft einer Reaktion ist
Ableitung von G nach der Reaktions-
laufzahl &.

Achtung: & ist hier nicht die x Achse.
A:G = dG/d¢g liest man an den Seiten ab.

Eine Komplikation ergibt sich, wenn in der Reaktion stochiometrische Koeffizienten auftreten. Sei die

Reaktion von der Form

|VA|A+|VA|B<—)|VC|C+|VD|D

Glg. 10.3.1

Die stochiometrischen Koeffizienten sind als Betrdge geschrieben, weil spéter die stochiometrischen Koeffi-

zienten der Edukte negativ sein werden.

208

Dem IUPAC green book folgend, ist K stets dimensionslos und gegeben als exp(~AGS/RT). Auf der rechten Seite stehen dann

entweder Potenzen von p/p© (fiir Gase) oder Aktivitéten (fiir Fliissigkeiten). Wenn ein Index angegeben wird, steht auf der rech-
ten Seite die betreffende GroBe (also z.B. x fiir die Molenbriiche, ¢ fiir Konzentrationen, oder p fiir Driicke).

209 Manche Hérer kennen die Gleichgewichtskonstante moglicherweise aus dem Massenwirkungsgesetz. Dort wird die Gleichge-
wichtskonstante errechnet aus den kinetischen Koeffizienten fiir die Hin- und die Riick-Reaktion. Die kinetischen Koeffizienten
werden oft als k bezeichnet, nicht zu verwechseln mit dem groBlen K. Das wire an dieser Stelle ein Vorgriff, weil die kinetischen

Koeffizienten noch nicht eingefiihrt sind.
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Man kann G grundsitzlich als Funktion von irgendeiner der Stoffmengen auftragen. Giinstiger ist, es
als die unabhingige Variable die Reaktionslaufzahl & zu wéhlen. & ist differentiell definiert iiber

Glg. 10.3.2

Wegen der stochiometrischen Gesetze ist diese Definition eindeutig. Nochmals: Die Edukte haben negative
stochiometrische Koeffizienten. Achtung: Die stochiometrischen Koeffizienten hingen davon ab, wie man
die Brutto-Reaktions-Gleichung aufschreibt. Die ,,Edukte® stehen links, aber flir Gleichgewichts-Reaktionen
ist man frei, Edukte und Produkte zu vertauschen. Man ist auch frei, gebrochen-rationale stochiometrische
Koeffizienten einzufiihren oder auch nicht (sieche z.B. Glg. 10.7.1). Die Reaktionslaufzahl verandert sich
entsprechend. Man muss die angepassten Reaktions-Enthalpien (korrektes Vorzeichen, eventuelle Vorfakto-
ren) verwenden, um konsistent zu bleiben.

Unter Verwendung von & wird Glg. 10.2.1 zu

Glg. 10.3.3
dG =p dn, +p,dn, = (HB _UA)di
Glg. 10.2.2 wird zu
Glg. 10.3.4
AG = [Ej
¢ /)
Die Freie Standard-Reaktions-Enthalpie AG® zu der Reaktion aus Glg. 10.3.1 ist
Glg. 10.3.5
AG? = ([ve|ug +|vp e )= (Iva IS +|ve[ns ) = 2 von?
J
Die Gleichgewichtskonstante K wird zu
Glg. 10.3.6

v|
p .
HProdukte ( é ] p Vs

‘V/‘ — L Lajle
P |
HEdukte(p@j

K in Glg. 10.2.5 bezieht sich auf Quotienten von Driicken, nicht auf Molenbriiche. Man definiert eine
Gleichgewichtskonstante K, welche sich auf die Molenbriiche bezieht, gemaf

Vi @ \V/ Vs @ \V/ %) ZV./
K, =TIx," =H(p—Jj =H(—pg L j =H(—p;j H[—p j =K(—p ]
p p D p p p

Glg. 10.3.7
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K ist also verschieden von K und hiangt vom Druck ab. Bei hohen Driicken verschiebt sich das Gleichge-
wicht zu der Seite mit den kleineren Gas-Volumina.

Merke

Die Reaktionslaufzahl ist differentiell definiert {iber die Relation d& = dny/v..
Es gilt AGS = Zyv;u©.

Es gilt K = TT;(p,/p©)".

Es gilt K. = K(p©/p)*. K hidngt vom Druck ab.

10.4 Chemische Gleichgewichte in Losung
In Losungen sind die Gleichgewichtskonstanten iiber die Aktivitdten definiert. Es gilt

Glg. 10.4.1

AG?
K =11a,”” =exp| -
J p( RT J

Wenn man den Zusammenhang zwischen Aktivitit und Molenbruch benutzt (a; = ypx)*'?, findet man

Glg. 10.4.2

Y

%]
oo A0 = (11 T )

In dieser Formulierung wurden als die Standard-Konzentration die Konzentration der reinen Substanzen ge-
wahlt.

Beachten Sie: Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den Aktivititen und der Freien Reakti-
ons-Enthalpie. Wenn man die Gleichgewichtskonstante auf die Molenbriiche bezieht (wann man also die
GroBe K. betrachtet), hat die Umgebung iiber die Konstante K, einen Einfluss auf diese Gleichgewichtskon-
stante (auf K, nicht auf K).

Effekte der Aktivitdtskoeffizienten sind besonders stark fiir Ionen in Losung, weil die Wechselwirkun-
gen zwischen Ionen besonders stark sind. Reaktionsgleichgewichte zwischen Ionen in Elektrolyten kdnnen
durch die Salzkonzentration verschoben werden. Man spricht von ,,Fremdsalz-Effekten®, weil die lonen, die
nur die Aktivitdtskoeffizienten verdndern, nicht direkt an der Reaktion teilnehmen. Der Zusammenhang zwi-
schen der Fremdsalzkonzentration und den Aktivititskoeffizienten wird durch das Debyesche Grenzgesetz
abgeschitzt, letzteres kurz angesprochen am Ende von Abschnitt 9.6.

Ein Beispiel ist das Assoziations-Dissoziations-Gleichgewicht Fe*"(aq) + SCN~(aq) = Fe(SCN)**(aq).
Ohne Zusatz von Fremdsalz liegt wegen der Anziehung zwischen Anion und Kation das Gleichgewicht
rechts, erkennbar an einer Farbung der Losung. Wenn man KNOs zugibt, wird die Farbung schwicher, denn
das Fremdsalz schirmt die attraktive Wechselwirkung zwischen Anionen und Kationen ab.

Merke
— Durch Zusatz von Fremdsalz kann man in Elektrolyten die Konstante Kx verschieben (nicht jedoch K).

210 Hier gibt es einen Einfluss der Aktivititskoeffizienten auf Kx. Einen dhnlichen Einfluss haben auch die Fugazititskoeffizienten in
Gas-Gleichgewichten. Dariiber sind wir hinweggegangen.
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10.5 Der Zusammenhang zwischen der Gleichgewichtskonstanten und dem Umsatz, Dissoziation

Der Zusammenhang zwischen der Gleichgewichtskonstanten und Umsatz (letzterer hier in Einheiten
von mol) héngt von der Zusammensetzung der Reaktionsmischung ab. Wir betrachten als Beispiel die Was-

sergas-Shift-Reaktion:?!!

Glg. 10.5.1
H, (g) +CO, (g) © Hzo(g) + CO(g)
Das Gleichaewicht solltc iocntlich durch cin = H:(g) CO,(g) H.O(g) CO(g)
?s eichgewicht §0 te.: eigentlich durc e11'1 = ange- a b 0 0 Ausgangszustd.
zeigt werden. Es wird ein <> verwendet, weil der For- ) .
) ) ) a—x b—x X X Gleichgewicht
mel-Editor das = nicht kennt. Einsetzen der Zahlen- b
werte aus Tabelle 10.1 ergibt fiir die Freie Standard- a ;;( ;;( %b %b Molenbriiche
Reaktionsenthalpie den Wert AGS = 28.6 kJ/mol. Mit a a a a
einer Temperatur von 298.15 K wird die Gleichge- .
wichtskonstante zu K = exp(—AGS/RT) = 9.7x107%. Der 0 —39351 -2286 -1372 G, (kJ/mol)
Zusammenhang mit dem Umsatz ist gemal Tabelle Tabelle 10.1
10.1 gegeben als Zum Verhiltnis von Gleichgewichtskonstante und Umsatz am
Beisniel der Wassergas-Shift-Reaktion

Glg. 10.5.2

_ PuoPco _ Xu,0¥co

K

Pu,Pco,  *u,*co,

2
X

- (a—x)(b—x)

Dies ist grundsétzlich eine quadratische Gleichung in x. Weil aber
das Gleichgewicht auf der linken Seite liegt, kann man néhern x << g
sowie x << b. Es folgt

Glg. 10.5.3

K ~— x ~Kab

Der Umsatz hédngt also von der Anfangs-Zusammensetzung ab.

a 0 Ausgangszustand

a—x 2x Gleichgewicht
a-x 2% Molenbriiche
atx atx

Tabelle 10.2
Die Variablen, die in die Berechnung des
Dissoziationsgrads eingehen.

Wir kommen zu den — sehr héufigen — Assoziations-Dissoziations-Gleichgewichten. Ein solches

Gleichgewicht (Fe**(aq) + SCN~(aq) = Fe(SCN)**(aq)) wurde schon ob

en im Zusammenhang mit dem

Fremdsalz-Effekt genannt. Auch schwache Sduren (allgemeiner: schwache Elektrolyte) unterliegen einem
solchen Gleichgewicht.?!? Ein weiteres Beispiel sind die Enzym-Substrat-Komplexe. Unten wird die Dis-
kussion anhand Dissoziations-Konstanten gefiihrt. Die Bindungskonstante (ebenfalls hdufig genannt) ist das

inverse der Dissoziations-Konstanten.

211 Das sogenannte Synthesegas oder auch ,,Syngas‘ entsteht im Hochofen und enthilt viel CO. Durch Zugabe von Wasser erhélt
man Hz. Bei tiefen Temperaturen liegt das Gleichgewicht bei CO2 und Hz. Dort lauft aber die Reaktion langsam ab.
212 Abb. 10.4 zeigt, dass fiir schwache Elektrolyte bei hoher Konzentration die Leitfahigkeit sinkt, weil der Dissoziationsgrad sinkt.

Auch fiir starke Elektrolyte nimmt die Leitfahigkeit bei hoher Konzentration ab, aber

der Grund ist ein anderer. Grundsétzlich ist

die Leitfahigkeit in etwa das Produkt aus Ladungstrager-Konzentration und Mobilitdt. Bei den starken Elektrolyten kommt eine
Abnahme der Mobilitdt zum Tragen. Dieser Effekt wird durch das Kohlrauschsche Quadratwurzelgesetz beschrieben. (Die Ab-
nahme des Dissoziationsgrad wird durch das Ostwaldsche Verdiinnungsgesetzt beschrieben.)
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Der Zusammenhang zwischen dem Dissoziationsgrad und der Dissoziations-Konstanten ist nicht trivial.
Betrachte die Reaktion

Glg. 10.5.4
N,0, (g) <> 2NO, (g)
K und x gemal Tabelle 10.2 hdngen wir folgt zusammen:
Glg. 10.5.5
Pro, | ’
NO, p 2
) (F) )
K = =
Proo, pj
—z [\*N0,
pg (pg ( ) 14
2 a+x 2 Formec acid
p (a+x) (a—x) pja —x _ !
E 10
I'_T'_I [
=8
Beachten Sie: K ist unabhingig von p. (Gemal3 Glg. 10.3.7 E d
héngt K. vom Druck ab, nicht jedoch K.) Es ist also geméf 3 ,
Glg. 10.5.5 die Variable x abhingig vom Druck. Man defi- o
niert den Dissoziationsgrad als a|
F
Glg. 10.5.6 : .
£ Dﬂl 20 40 GO B T
q = ﬁ %o acid i waler (wiv)
Abb. 10.4
Die Leitfahigkeit von Losungen von Essigsdure und
Einsetzen in Glg. 10.5.5 fiihrt zu Ameisensiure in Wasser sinkt bei hoher Konzentra-
tion, weil der Dissoziationsgrad sinkt.
Glg. 10.5.7 | https://openi.nlm.nih.gov/detailedresult?
P 402 img=PMC4033641 ac-2014-
K=|—F > 00092g _0006&req=4
p°)1-a

und
Glg. 10.5.8
Kp® 2 Kp® Kp® 1
P _ OLZ, p p 0(2—(12, o=
4p l1-a 4p 4p 1+ 4p
Kpg

Wenn der Druck steigt, sinkt also der Dissoziationsgrad. Dies ist plausibel und gilt als eine Konsequenz des
Prinzips von Le Chatelier (auch: ,,Prinzip des kleinsten Zwang®). Dieses besagt ,,Ubt man auf ein System im
Gleichgewicht einen Zwang aus, dann reagiert es so, dass die Wirkung des Zwanges sinkt.*

Analoges gilt fiir den Dissoziationsgrad einer schwachen Séure, wobei dann der Druck durch die Kon-
zentration ersetzt wird. Deshalb nimmt die Leitfahigkeit von schwachen Sduren (allgemeiner: von schwa-
chen Elektrolyten, also Elektrolyten, welche nicht stets vollstandig dissoziiert sind) bei kleinen Konzentratio-
nen zunéchst mit steigender Konzentration der Séure zu (denn es steigt die Anzahl der Ionen). Bei hohen

Konzentration sinkt aber der Dissoziationsgrad und Leitfahigkeit nimmt wieder ab.
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Merke

— Um von K oder K auf den Umsatz umzurechnen, muss man die Mengen der
Edukte kennen.

— Fiir Dissoziations-Gleichgewichte ist die Dissoziationskonstante druckab-
héngig bzw. konzentrationsabhéngig (in Gasen bzw. Fliissigkeiten). Diese
ist eine Konsequenz des Prinzips vom kleinsten Zwang.

10.6 Bestimmung von AH® aus d(In(K))/d(1/T)

Fiir die Temperatur-Abhéngigkeit der Gleichgewichts-Konstanten findet
man die Relation:
Glg. 10.6.1
~AH?
R

d(1/T)

dnk  d (-AH? -TAS”
d(1/7) RT

TInK = —AGY(RT)

~] MR

1T

S
>

Abb. 10.5: Ein van’t-Hoff-Plot
Unter der Verwendung der Gibbs-
Helmholtz-Gleichung kann man aus
der Temperatur-Abhingigkeit der
Gleichgewichts-Konstanten auf die
Reaktions-Enthalpie umrechnen

Diese Relation fiihrt den Namen van t-Hoffsche Reaktions-Isobare. Zur graphischen Auswertung tragt man
den Logarithmus der Gleichgewichtskonstanten gegen die inverse Temperatur auf (Abb. 10.5, ein ,,van’t-

Hoff-Plot*). Falls man eine Gerade findet (das ist fiir komplizierte Reaktionen nicht immer der Fall), ist die
Steigung gleich der Grofle —AH©/R. Man kann also AG® und AH® (und damit auch AS®© = (AHS-AG®)/T)

separat bestimmen.

Ganz dhnlich wie der van’t-Hoff-Plot sieht der Arrhenius-Plot (auch: ,,activation plot*) aus. Man tragt

den Logarithmus eines kinetischen Koeffizienten (In £ statt In K) gegen die inverse Temperatur auf und er-

rechnet aus der Steigung die Aktivierungs-Enthalpie (AH* statt AH©).

Kasten 10.1: Zur Kooperativitit im Helix-Kniuel-Ubergang von
Proteinen
GemiB Glg. 10.6.1 kann man Reaktionsenthalpien nicht nur iiber die
Kalorimetrie bestimmen, sondern auch iiber die Temperatur-Abhén-
gigkeit der Gleichgewichtskonstanten. Bisweilen fiihrt der letztere
Weg zu einem groferen Wert (sei er Acrviored genannt) als die Kalo-
rimetrie (sei dieser Wert Acr calo:/d genannt, also
ACR,VHOffH > ACR,CHIOI’I:[)'
Die Helix-Kniuel Ubergiinge von Proteinen sind ein Beispiel. Die 1
Abbildung rechts zeigt den Anteil der Knéuels als Funktion der Tem-
peratur, (7). Je steiler diese Funktion bei ¢ = 1/2 verlduft, desto
steiler verlauft auch In(K) als Funktion von 1/7. Ein wenig Algebra
fithrt zu der Relation
do 1 —d(nK) _AcgymorH o
aT =172 = 77 d(1/T) ~  4RT?
Dieser Unterschied zwischen Acr vhoreF und Acr catlorfd geht darauf
zuriick, dass sich die kalorische Reaktionsenthalpie auf je eine Wie-

RRARARRD
(AARAAAL

[

kompakte helikale
Konformation

L = ‘
ST\
i(f

ungeordnetes Kniuel

¥ Kooperativitat

derholeinheit der Kette (auf eine Aminosédure) bezieht, wihrend sich 0
die Reaktionsenthalpie nach van’t Hoff sich auf die kooperativ agie-

renden Gruppen bezieht. Der Ubergang ist also kooperativ. Es ge-

hen stets mehrere Segmente gemeinsam von der Helix-Konformation

in die Knduel-Konformation und zuriick.

Bei unendlicher Kooperativitit wire der Ubergang scharf. Dies

wiirde einem Phaseniibergang in makroskopischer Materie entspre-

chen. Phaseniibergéinge sind hoch-kooperativ.
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Die tiber die van’t-Hoffsche Reaktions-Isobare bestimmte Reaktionsenthalpie kann von der kalorimet-
risch bestimmen Enthalpie abweichen, wenn Kooperativitit vorliegt. Auf die Kooperativitit geht Kasten
10.1 ein.

Merke

— Anhand einer Auftragung von In K gegen 1/T kann man die Reaktions-Enthalpie aus der Steigung er-
schlieen.

— Diese Bestimmungsmethode steht separat von der kalorimetrischen Bestimmung.

— Wenn die beiden Verfahren nicht denselben Wert liefern, schliefit man auf Kooperativitat.

10.7 Der Haber-Bosch-Prozess
Der Haber-Bosch-Prozess erzeugt Ammoniak geméaf

Glg. 10.7.1
1 3
ENZ (gaTap)-’_EHz (gaTap)<_> NH3 (gaTap)

Die Reaktions-Enthalpie, die Reaktions-Entropie und die Freie Reaktions-Enthalpie sind

AH® =—-46.21 kJ/mol, AS® =—-199 J/(K-mol) und AG® = —16.74 kJ/mol (der letztere Wert bei Raumtempe-
ratur errechnet). Daraus ergibt sich bei Raumtemperatur und p = 1 bar eine Gleichgewichtskonstante von

K =860. Das Reaktionsgleichgewicht liegt also auf der rechten Seite. Das Problem ist an dieser Stelle nicht
die Lage des Gleichgewichts, sondern die Reaktionsgeschwindigkeit. Die Katalysatoren sind nur bei hohen
Temperaturen hinreichend aktiv. Giinstig ist 7~ 800 K. Bei hohen Temperaturen verschiebt sich aber ge-
maf Glg. 10.6.1 das Gleichgewicht nach links:

Glg. 10.7.2

AH? (1 1
InK(T,)=In K(T )+ _———
n(z) n(l) R(Tz TIJ

Die Gleichgewichtskonstante bei 7= 800 K ist nur K = 7x10~3. Man hilft sich, in dem man den Druck er-
hoht. Dies verschiebt das Gleichgewicht wieder nach rechts. Das kann man sich anhand von Glg. 10.3.7
klarmachen. Man kann dies aber auch anhand des Prinzips vom kleinsten Zwang verstehen. Im Haber-
Bosch Prozess wird in der Summe aus zwei Molekiilen ein Molekiil. Das Molvolumen sinkt. Hoher Druck
verschiebt das Gleichgewicht zu der Seite mit dem geringeren Volumen.

Zwei historische Randbemerkung.

— Fiir die Haber-Bosch-Synthese wurde systematisch — und letztendlich erfolgreich — nach erschwinglichen
Katalysatoren gesucht. Die sogenannten Mittasch-Katalysatoren (komplizierte oxidische Gemische mit
Fe;04 als einer wichtigen Komponente) sind bis heute weitgehend unverandert in Gebrauch.

— Ein diffiziles Problem war seinerzeit die Wasserstoff-Versprodung der Stahlbehélter. Dieses Problem
konnte Bosch (ein Ingenieur) 16sen. Dieser Beitrag war so bedeutsam, dass man den Namen Bosch in
den Namen des Verfahrens mit aufnahm.

10.8 Heterogene chemische Gleichgewichte

,Heterogene Gleichgewichte sind Gleichgewichte, bei denen Edukte und Produkte in verschiedenen
Phasen vorliegen. Z.B. mag sich auf einer Seite einer Brutto-Reaktions-Gleichung ein Gas befinden, auf an-
deren ein Feststoff. Ein Beispiel ist das Brennen von Kalk:
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Glg. 10.8.1
CaCoO, (s) < CaO(s) + CO, (g)

Fiir solche Gleichgewichte erscheint nur die gasformige Komponente in K. Es gilt

Glg. 10.8.2
) A g CaCo, (s) <> CaO(s) +CO,(g)
k<[ 22] = ) ety
P, RT -1128.8  -6040  -39436 A,G”[ki/mol]

-1206.9 -635.09 —-393.51 AfHQ[kJ/mol]

Natiirlich erscheinen alle Komponenten in der Be-
Tabelle 10.3

) Die AusgangsgroBen zur Berechung von AGO fiir das
anhand der Daten aus Tabelle 10.3 den CO»-Partial- | Brennen von Kalk

druck bei1 7=298.15 K und bei 7= 1100 K.

rechnung von AG®. Ubungsaufgabe: Errechnen Sie

T [°C] Abb. 10.6
Der Dampfdruck von H» in

300 200 100 50 25 0 -20 Koexistenz mit verschiedenen

L = 2 i L Metall-Hydriden. Das Brutto-Re-
aktionsformel ist
MH(s) = M(s) + 1/2 Hx(g). Der
Gasdruck folgt Glg. 10.8.2. Ne-
ben dem Gleichgewichts-Gas-
druck ist die Kinetik der Auf-
nahme bzw. der Abgabe von H»
von Bedeutung.
Quelle: Nachrichten aus der Che-
mie 54, p 26 (2006)
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Gleichgewichtsdruck [atm]

e
-

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
T3 K™

Ein weiteres Beispiel sind die Metall-Hydrid-Speicher. Man kann Wasserstoftf in Metallen speichern
gemal der Reaktion

Glg. 10.8.3
MH(S) © %Hz (g)+M(s)

Abb. 10.6 zeigt den Wasserstoft-Partialdruck fiir verschiedene Speicher-Materialien. Aus der Steigung liest
man die Reaktions-Enthalpie ab. (Warum ist es die Reaktions-Enthalpie und nicht die Freie Reaktions-Ent-
halpie, wie von Glg. 10.8.2 suggeriert?)

Merke
— In Reaktionen, welche ein Gas im Gleichgewicht mit einem Festkorper involvieren, kann man die Gleich-
gewichtskonstante oft am Druck ablesen.

— Beispiele sind das Brennen von Kalk und die Metall-Hydrid-Speicher.
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10.9 Die Reduktion von Metallen

Die Freie Bildungs-Enthalpie der Metall-Oxide ist stark negativ. Deshalb kommen Metalle — von Gold
abgesehen — in der Natur nur als Erze vor. Mit steigender Temperatur steigt A/G (A/G wird weniger negativ).
Das liegt daran, dass die Reaktion-Entropie negativ ist. Das Oxid ist geordneter als das reduzierte Metall

und der gasformige Sauerstoff gemeinsam. Man kann die Linien aus Abb. 10.7 zu A/G = 0 extrapolieren und
so die Temperatur finden, bei der das betreffende Oxid zerfallen wiirde. Man kann — zumindest im Prinzip —
Erze thermisch zu Metall und Sauerstoff zersetzen. Diese Temperaturen liegen aber fiir die meisten Metalle

zu hoch, um technisch interessant zu sein.

D):2C(s) + 0, (g) ¢> 2€CO(g)
1) : C(s) + 0, (g) « CO, (g)
1) : 2C0(g) + 0, (g) > 2CO, (g)

Man reduziert Metall-Oxide iiber einen Konkurrenz-Prozess, ndmlich die Oxidation von Kohlenstoff.
Weil Kohlenstoff vierwertig ist, gibt es drei verschiedene Oxidations-Reaktionen:

Glg. 10.9.1

xM(s) + %Oz (g) MO, —% Gas-Molekiile

Die Steigung der zugehorigen Linien in Abb. 10.7

(einem ,,Ellingham Diagramm®) héngt von der An-

zahl der gasformigen Molekiile auf beiden Seiten
der Reaktionsgleichung ab. Reaktion III hilft nicht
weiter, denn die Anzahl der gasformigen Atome

nimmt ab — genau wie das bei der Reaktion

M(s) + 1/2 Ox(g) = MO(s) der Fall ist. Am giins-
tigsten ist die Reaktion I, denn hier nimmt die An-
zahl der Gas-Molekiile bei der Oxidation um 1 zu.

Diese Reaktion hat im Ellingham Diagramm eine
negative Steigung. Deshalb entsteht im Hochofen
viel Kohlenstoff-Monoxid. Auch deshalb ist die

Wassergas-Shift-Reaktion (Glg. 10.5.1) so wichtig.

Merke

10.10 Séiure-Base Gleichgewichte, die Puffer-Gleichung

Im Hochofen-Prozess wird die Reduktion von
Metallen an die Oxidation von Kohlenstoff ge-
koppelt.

+1 Gas-Molekiil
+ 0 Gas-Molekiile
—1 Gas-Molekiil

-200

)

O -400 ——=

= »

£

S~

—

)

O -600+ _.

Q A o >
-2 L At “Mn,Si0,

s DS a MnSiO,

A

00 & 1 " 1 " L " 1 1 I "
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Temperature (2C)

Abb. 10.7

Ein Ellingham-Diagramm
www.researchgate.net/figure/259339056_figl7 Fig-17-Equilib-
rium-conditions-of-temperature-and-oxygen-partial-pressure-
between-a

CO (statt CO,) entsteht in groBen Mengen, weil die Anzahl von CO-Molekiilen im Vergleich zur Anzahl
von CO;-Molekiilen groBer ist und die Erzeugung von CO daher zu einer héheren Entropie fiihrt.

Unter der Vielzahl der Reaktionen in fliissiger Phase stechen der Sdure-Base-Gleichgewichte insofern
hervor, als dieses Gleichgewicht sich lokal ganz auerordentlich schnell einstellt. Die Autoprotolyse des
Wassers ist eine der schnellsten Reaktionen iiberhaupt. Die Protonen-Austausch-Reaktionen sind schnell,
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weil das Proton so klein ist.2"* Eine weiterer Grund fiir die hohe Beweglichkeit des Protons ist, dass es nicht
an der Austausch-Wechselwirkung mit den Elektronen teilnimmt, denn es ist von den Elektronen unter-
scheidbar.

Sei AH eine Séure (,,A“ fiir Acid) und sei A~ die konjugierte Base. Die Gleichgewichtskonstante ist

Glg. 10.10.1 Titrati
_ + - + Itration
_ a(A )a(H ) - [A ][H :I schwache Sdure mit starker Base
a ~ 14 14
a(HA) [HA] 13| Essigsaure 113
12 12
"l L
Im zweiten Schritt wurde von Aktivitdten auf Konzentrationen 10 10
umgerechnet. Dabei wurden die Aktivititskoeffizienten als 1 g [ Aquivalenzpunkt ] :
approximiert. Achtung. GemifB dem ersten Teil der Gleichung = Meutralpunkt 4z ™
miisste die Gleichgewichtskonstante dimensionslos sein. Wenn f &
. . . . . . . 51 18
man mit [...] die ,,Konzentration in Einheiten von mol/L* meint, 4 pHe =47 .
dann ist auch der Term auf der rechten Seite dimensionslos. 3y Esslgnin 13
. . . D 2 2
Trotzdem hat die Gleichgewichtskonstante oft die Einheit mol/L 4 et 14
Sd3l1Z5aure
- ) i z
(oder auch L/mol, wenn der Komplex im Zihler steht; dann han == @ sF & &8 i
delt es sich um eine ,,Bindungskonstante* statt einer ,,Dissoziati- Zugabe von mi 0.100M NaOH ZU 50.00mL 0.100M CH;COOH
onskonstante®).
Abb. 10.8
Wir logarithmieren Glg. 10.10.1 und drehen das Vorzei- Zur Sdure-Base-Titration und Puffern
chen: www.biokurs.de/chemkurs/skripten/bil-
der/schwssba.gif

Glg. 10.10.2

—log,, K, = —log,, @— loglO[Hﬂ

[HA]

Einsetzen der Definitionen des pH und des pK, = —log10(K,) fiihrt zu

[A]

pH=pK, +log,, =—=

[AH]

Glg. 10.10.3

Diese ,,Henderson-Hasselbalch-Gleichung* (auch ,,Puffer-Gleichung®) spielt eine gewisse Rolle im Zusam-
menhang mit der Sdure-Base-Titration. Beachten Sie, dass die Summe der Konzentration [AH] und [A7]
konstant ist. Wenn man der Fliissigkeit weitere Protonen zufiigt oder entzieht (indem man eine andere starke
Saure oder Base zugibt) nimmt [AH] zu und [A"] nimmt gleichzeitig ab. Man kann schreiben

[ATV[AH] = (A )/[Awt]) / ([AH]/[Awt]) = x/(1—x). Der letzte Term in Glg. 10.10.3 ist deshalb von der Form
logio(x/(1—x)). Diese Funktion ist in Abb. 10.9 gezeigt. Eine dhnliche Funktion findet sich auch in der
Saure-Base-Titration (Abb. 10.8).

Wenn die zugegebene Menge an NaOH der vorgelegten Menge an Essigsdure entspricht, ist der Um-
schlagspunkt erreicht. Der pH steigt steil an. Auf diesem Wege kann man die vorgelegte Menge bestimmen.

213 Das Proton ist es kleiner als ein Elektron, weil seine Ortsunschirfe kleiner ist. GemiB der Heisenbergschen Unschirfe-Relation
(AxAp = h/2) ist die Ortsunschérfe Ax groBer als 7/(2Ap) mit i = h/(2w) dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum und Ap der
Impulsunschirfe. Die Impulsunschérfe des Protons ist groBer als die des Elektrons, weil seine Masse grofer ist.
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Aus messtechnischer Sicht handelt es sich um eine ,,Kompensations-Methode®. Man gibt so lange Base zu,
bis die vorgelegte Saure verbraucht ist. Dann geht die Groe [H'] + [OH] durch ein Minimum. In der Um-
gebung von pH 7 sind sehr kleine Mengen von Siuren oder Basen einfach zu messen, weil sie zu groBen An-
derungen im pH fiihren.?'* (Beachten Sie an dieser Stelle die logarithmische Empfindlichkeitsskale der pH-
Sonde, siche dazu Abschnitt 5.14.)

Wenn die zugegebene Menge der Hdlfte der vorgelegten Menge an Essigsdure entspricht, ist die Kurve
des pH als Funktion von [NaOH] flach. Hier wirkt die Essigsdure als Puffer. Der pH ist in etwa der pK, der
Essigsdure. Zugegebene oder entzogene Protonen werden von der Essigsdure abgefangen. Die Henderson-
Hasselbalch-Gleichung beschreibt also die Wirkung der Puffer-Systeme. Die Natur setzt Puffer umfangreich
ein, um den pH in biologischen Systemen konstant zu halten. Neben dem in Abb. 10.8 gezeigten Acetat-Puf-
fer kommen auch Phosphat-Puffer in der biologischen Forschung umfangreich zum Einsatz. Diese stabilisie-
ren den pH bei etwa 7.

Merke
— Protonen-Austausch-Reaktionen kommen schnell ins Gleichgewicht. Der pH ist stets einem Gleichge-
wicht zugeordnet.

— Die Titration ist eine Kompensationsmethode. Es wird — z.B. —
einer schwachen Saure so viel starke Lauge zugesetzt, bis die log,, IL
Detektionsmethode (das pH-Meter) den giinstigen Punkt erreicht )

hat (hier: den Umschlagspunkt erreicht hat). Die Messgrof3e ist

die zugesetzte Menge bis zum Umschlagspunkt.

— Auf dem halben Weg zum Aquivalenzpunkt erhilt man ein Puf-
fer-System.

0 1

Abb. 10.9
Die Funktion logio (x/(1-x))

214 In der elektrischen Messtechnik wendet man mit der Wheatstoneschen Briicke ein dhnliches Kompensationsverfahren an. Man
verschaltet den zu messenden Widerstand so, dass ein Strom sehr nahe der Null flieft falls ein Kompensationswiderstand die kor-
rekte GroBe hat. Wenn der Strom klein ist, fiihren kleine Anderungen des Stroms zu grofen prozentualen Anderungen. Den Un-
terschied zwischen 0.1 pA und 0.2 pA kann man gut messen, weil man ihn verstirken kann ohne in den Overload zu laufen. Fiir
den Unterschied zwischen 0.9999 mA und 1 mA miisste man mehr Aufwand treiben.
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11 Grenzflichen-Gleichgewichte

Grenzflachen sind ein weites Feld und wir beschrianken uns auf zwei
elementare Sachverhalte, ndmlich die Grenzfldchenspannung und den Kapil-
lardruck.?”® Wir beschriinken uns weiterhin auf Grenzflichen zwischen zwei
,Fluiden. (,,Fluide* ist in diesem Zusammenhang ein Oberbegriff fir Fliis- ‘ .
sigkeiten und Gase.) An Grenzflachen zwischen zwei Fluiden besteht meis-

tens ein thermodynamisches Gleichgewicht.

11.1 Die Grenzflichen-Energie

Die Grenzflachen zwischen Fluiden sind normalerweise molekular
scharf. Der Sachverhalt ist mitnichten trivial. Lediglich in der Néhe des kri- haben als die Molekiile im Bulk.
tischen Punkts weichen Grenzflichen auf und haben eine intrinsische Breite,

die deutlich groBer ist, als die einzelnen Molekiile. Die Grenzfla-
chen zwischen Fluiden sind weiterhin normalerweise hochdyna-
misch. Die Residenz-Zeiten von Molekiilen an der Grenzflache
sind nur wenige Nanosekunden. Deshalb stellt sich das Gleichge-
wicht schnell ein.

Es gibt bisweilen an Grenzflachen eine Art ,,Haut*. Damit
sollen Grenzflachen-Anomalien gemeint sein. Zum Beispiel gibt
es an der Wasser/Luft-Grenzflache geordnete, ,,eis-artige™ Struktu-
ren. Die Existenz einer Grenzflidchen-Energie kann aber — zumin-
dest grundsitzlich — auch ohne Anomalien erklart werden. Sie
kann eine Konsequenz von einzig und allein der fehlenden Nach-
barn sein (Abb. 11.1). Deshalb ist die Grenzflachen-Energie kor-
reliert mit der inneren Kohésion des Materials. Quecksilber hat
z.B. aufgrund der metallischen Bindung eine hohe Grenzfldchen-
Energie (486 mN/m). Wasser hat wegen der H-Briicken ebenfalls
eine recht hohe Grenzflaichen-Energie (72 mN/m). Die Grenzfla-
chen-Energie von Benzol — einer typischen van-der-Waals-Fliissig-
keit — betrdgt 30 mN/m. Die Grenzflichen-Energie von Fluorpo-
lymeren (z.B. Teflon) ist besonders niedrig, weil Fluor sehr
schlecht polarisierbar ist.

Abb. 11.2 stellt die Grenzflachen-Energien der Edelgase in
einen Zusammenhang mit den anderen physikalischen Eigenschaf-
ten. In diesem besonderen Fall ist die Struktur-Eigenschafts-Be-
ziehung gut verstanden.

228 Es bleiben hier aus Zeitgriinden unerwihnt
- der Anstieg des Dampfdrucks iiber konvex gekriimmten Oberflichen von
Flissigkeiten (,,Kelvin-Gleichung)

Abb. 11.1

In einfachen Modellen entsteht
die Grenzflachen-Energie primér
daraus, dass die Molekiile an der
Oberflidche weniger Nachbarn
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Abb. 11.2

Ein Beispiel fiir den Zusammenhang zwischen den
Eigenschaften bestimmter Atoms einerseits und den
makroskopischen Eigenschaften der betreffenden
Phasen andererseits. Dieser Zusammenhang wird
auch als ,,Struktur-Eigenschafts-Beziehung* be-
zeichnet. Bei den Stoffen handelt es sich um eine
,homologe Reihe* (um die Reihe der Edelgase).

- die Anreicherung von geldsten Stoffen an der Grenzflache fiir den Fall, dass die Adsorption die Grenzfldchenspannung senkt

(,,Gibbssche Adsorptionsisotherme®).

- vieles Weitere, aber die beiden obengenannten Sachverhalte gehéren zu den Grenzflachengleichgewichten eigentlich dazu.
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Die Grenzfldchen-Energie 7y ist definiert als

,- (d_Gj
),

Man kann auch schreiben

Glg. 11.1.1

Glg. 11.1.2

dG=dU-TdS+Vdp+dG,,, =dU —TdS +Vdp +yd4

ther

A ist die Flache (also nicht etwa die Freie Energie). y und 4 sind zueinander Tabelle 11.1
konjugierte GroBen, so wie die Paare {p,V}, {T,S} und {p,n,}.2" Werte der Grenzflichen-
. .. . . . E ie fi ahlte Stoff
Typische Zahlenwerte der Grenzfldchen-Energien von Stoffen, die bei b:ie;%zec ur ausgewdhlte Stoffe
Raumtemperatur fliissig sind, liegen im Bereich von einigen 1072 J/m2. Es ist y [mN/m]
liblich, die Einheit milliN/m zu verwenden. Die Umrechnung von J/m? nach Helium (2-4K) 0.12-0.35
N/ . d d e G flich h die F . n-Pentan 16
m erinnert daran, dass eine Grenzflichenspannung auch die Form einer PTFE (Teflon) 18
Kraft/Lange einnechmen kann. Eine solche Kraft entsteht z.B., wenn man eine Silikon 20 - 25
Wasseroberfliche mit einem Woll-Faden in zwei Teile teilt auf die eine Seite Benzol 29
ein Tensid aufspriiht. Das Tensid iibt dann eine Kraft auf den Faden aus. Die g;efcsl:ilber Zg 6
Vorsilbe ,,milli“ hat zweierlei Nutzen. Erstens lassen sich dann die Zahlen gut Aluminium 1100
aussprechen. Merken Sie sich, dass Wasser eine Grenzflichen-Spannung von Wolfram 4400

72 mN/m hat. Der zweite Vorteil ist, dass mit dieser Vorsilbe die Zahlenwerte

den Zahlenwerten entsprechen, die sich im ,,cgs-System* (dem Zentimeter-Gramm-Sekunde-System) erge-
ben. Dieses Einheiten-System ist aulerhalb Europas weit verbreitet. (In Europa rechnet man meist mit dem
SI-System, welches auf dem Meter, dem Kilogramm und der Sekunde aufbaut. Das SI-System heifit auch
MKS-System, ,,MKS* fiir Meter, Kilogramm und Sekunde.)

Tabelle 11.1 nennt einige Grenzfldchen-Energien. Machen Sie sich klar, warum bestimmte Stoffe be-
sonders hohe bzw. besonders niedrige Werte aufweisen.
Merke
— Grenzflachen zwischen Fluiden sind meistens molekular scharf.
— Grenzflachen zwischen Fluiden sind hochbeweglich und erreichen meistens das thermodynamische
Gleichgewicht.
— Obwohl es Grenzfldchen-Anomalien gibt, welche einen Einfluss auf die Grenzflichen-Energie nehmen,

kann man die Grenzflichen-Energie in einfachen Fillen als eine Konsequenz der fehlenden Nachbarn
auffassen.

— Die Grenzfldchen-Energie ist korreliert mit der inneren Kohésion.

— Die Grenzflachen-Energie ist definiert als y := 0G/0A.
11.2 Der Kapillardruck

Gekriimmte Fluid/Fluid-Grenzflachen fiihren zu einem Druck-Unterschied zwischen den beiden Flui-
den. Dies ist der Kapillardruck. Zu seiner Berechnung betrachten wir eine fluide Kugel (einen Tropfen oder

215 Die Grenzflichen-Energie ist im Unterschied zur Inneren Energie keine extensive GroBe. Diesem Missverstindnis kann man
ausweichen, indem man konsequent von der Grenzflichen-Spannung spricht. Wenn von der Energie y4 die Rede ist, gibt man ihr
den Namen Oberflichen-Energie. Die Oberflachen-Energie ist extensiv.
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ein Blase) und nutzen aus, dass die Freie Enthalpie G im Gleichgewicht minimal ist.?!® Sei der Radius der

Kugel so, dass G minimal ist (Abb. 11.3). Andere den Ra-
dius der Kugel aus der Minimums-Position heraus um den G
kleinen Wert dr. Dabei werden zwei verschiedene For-
men der Arbeit geleistet, ndmlich eine Volumenénde-
rungsarbeit, gegeben als —Apd V., (Ap die Druckdifferenz
und V0 das Volumen des Tropfens, nicht zu verwechseln
mit dem Volumen des Gesamt-Systems) sowie weiterhin
eine Oberflachenarbeit, gegeben als ydA4arop (Aarep die
Oberfldche des Tropfens). Da sowohl V., als auch Aavop

Abb. 11.3

von r abhéngen, muss nachdifferenziert werden. Nach-
dem G minimal ist, ist dG,/dr = 0. Die Summe beider
Arbeiten muss null ergeben:

- g,

Zur Berechnung des Kapillardrucks betrachtet man eine
Kugel eines Fluids im thermodynamischen Gleichgewicht.
Wenn der Radius dieser Kugel um einen kleinen Wert dr
verandert wird, muss die dabei verrichtete Arbeit in der
Summe null ergeben.

Glg. 11.2.1
dG dav,., d4,,
= Ap—22 2% _

dr dr dr

Wir setzen die Formeln fiir Volumen und Oberfliache ein:

Glg. 11.2.2
d
~Ap—| —mr’ |+y—(4nr*)=0
? dr ( j ! r ( )
Ausfiihren der Differentiation ergibt
Glg. 11.2.3
~Ap 4mr* +8myr =0
und
Glg. 11.2.4
2
Ap = =Y

Dies ist die Laplace-Gleichung. Ap ist der Kapillardruck (auch: ,,Laplace-
Druck®).

Einsetzen von Zahlenwerten zeigt, dass der Kapillardruck fiir makrosko-
pische Tropfen deutlich kleiner ist als der Atmosphérendruck. Das éndert
sich aber, wenn es sich um Nanotropfen handelt. Fiir diese kann der Kapil-
lardruck auch groer werden als 1 bar. Es gibt hier eine Skalen-Abhéngig-
keit. Der Kapillardruck ist besonders auf kleinen Skalen bedeutsam.

Abb. 11.4

Wenn zwei ungleich-grof3e Seifen-
Blasen im Kontakt miteinander stehen,
stromt das Gas zur groleren Blase.
Das kann man mit dem Kapillardruck
begriinden (Glg. 9.2.4). Man kann es
auch damit begriinden, dass bei die-
sem Prozess die Gesamt-Oberfléche
sinkt.

Abb. 11.5

Zur Ostwald-Reifung

Der Transport durch eine Rohre
wird hier ersetzt durch den Trans-
port durch die umgebende Phase. In
der Konsequenz ,, fressen die Gro-
Pen die Kleinen “.

216 Wir minimieren die freie Enthalpie G aus Gewohnheit. Weil mit einer Anderung von  in Abb. 11.3 weder eine Anderung der
Entropie noch eine Anderung des Volumens der gesamten Versuchsanordnung verbunden ist (7 zu unterscheiden von Varop), wiirde

eine Minimierung der Energie zu demselben Ergebnis fiihren.
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Der Kapillardruck zieht eine Fiille von /nstabilitdten nach sich. Zwei von diesen sind in Abb. 11.4 und
Abb. 11.5 gezeigt. Die erste (zwei Blasen an den Enden eine Strohhalms) ist die bekanntere. Wenn die bei-
den Blasen nicht strikt gleich groB3 sind, wird die kleinere Blase schrumpfen und die groBere Blase wachsen,
so lange bis die kleinere Blase verschwunden ist. Dies liegt daran, dass der Kapillardruckdruck (definiert als
»auBen — innen®) in der kleineren Blase hoher ist. Abb. 11.5 zeigt ein praktisch relevanteres Beispiel. Es
handelt sich um zwei Oltropfchen in einer Wasserphase, wobei das Ol eine gewisse Restldslichkeit in der
Wasserphase besitzt. Auf den Oberfldchen der Tropfchen besteht ein Auflésungs-Rekondensations-Gleich-
gewicht. Auflésung, Diffusion durch die Wasserphase und Rekondensation auf dem anderen Tropfen iiber-
nehmen hier die Rolle des Flusses durch den Strohhalm in Abb. 11.4. Auch in diesem Fall wird der kleinere
Tropfen schrumpfen und sich schlieSlich ganz auflésen. Dieser Prozess nennt sich Ostwald-Reifung. Der
Merksatz ist ,, Die Grofen fressen die Kleinen “. Verwechseln Sie nicht die Ostwald-Reifung mit der Koales-
zenz. Bei der Koaleszenz stoflen die Tropfen miteinander und verschmelzen. Ostwald-Reifung findet durch-
aus auch dann statt, wenn Koaleszenz (z.B. durch eine elektrische Ladung auf den Tropfen und eine daraus
resultierende Abstoung) verhindert wird. Es handelt sich um zwei separate Mechanismen der Destabilisie-
rung von Emulsionen.

Beachten Sie: Ostwald-Reifung gibt es auch bei kleinen Kristalliten. Fiir diese gibt es keinen Kapillar-
druck. Es muss also einen gemeinsamen tieferen Grund fiir sowohl die Ostwald-Reifung als auch den Kapil-
lardruck geben. Dieser tiefere Grund ist das Oberflachen-zu-Volumen-Verhéltnis. Die Gesamt-Oberflache
sinkt, wenn — wie in Abb. 11.4 gezeigt — der groflere Tropfen auf Kosten des kleinere Tropfens wéchst. Sie
sinkt auch bei der Ostwald-Reifung wie in Abb. 11.5 dargestellt. Und sie sinkt auch, wenn man in Abb. 11.5
statt kleiner Kugeln kleine Wiirfel betrachtet. Fiir Kugeln sind Oberfliche und Volumen gegeben durch 472
bzw. 47/3 1. Das Oberflachen-zu-Volumen-Verhéltnis ist 37. Fiir einen Kubus mit Kantenldnge a sind
Oberfliche und Volumen gegeben durch 6a® bzw. a®. Das Oberflichen-zu-Volumen-Verhiltnis ist 6a. Der
Unterschied im Zahlenfaktor dndert nichts an der Instabilitdt und der Ostwald-Reifung.

Merke

- Fir Kugeln ist der Kapillardruck ist gegeben als Ap = 2y/r.

— Der Kapillardruck kann fiir nanoskopische Tropfen durchaus die Gréenordnung von 1 bar annehmen.

- Kapillardriicke sind auf kleinen Skalen gro8.

- Der Kapillardruck zieht Instabilititen nach sich.

- Eine wesentliche Instabilitét ist die Ostwald-Reifung (,,Die GroBen fressen die Kleinen®).

— Der tiefere Grund fiir die Instabilitdten ist nicht der Kapillardruck, sondern das Oberflachen-zu-Volumen-
Verhiltnis. Deshalb gibt es die Ostwald-Reifung auch fiir Kristallite.
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12 Anhang 1: Herleitungen und Hintergrund-Information

12.1 Binomial-Verteilung und Gauf3-Verteilung

Wir begriinden im Folgenden die Binomial-Verteilung. Danach
leiten wir her, dass sie fiir groes N und Mittelwerte nahe bei N/2 in
die GauB-Verteilung {ibergeht.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einer Gesamtheit von N | | | | | ' |

Partikeln N, Partikel mit einem Zustand 1 auszuwéhlen? Wir nennen | | | | |

die Anzahl dieser Moglichkeiten Q. Es gilt N, | N, |

Glg. 12.1.1 Abb. 12.1
N! N Zur Begriindung der Binomial-Verteilung

Q: =
" N/IN,! NI(N-N)

Die rechte Seite dieser Formel fithrt den Namen Binomial-Verteilung. Die Formel begriindet sich wie folgt.
Wir ,,ziechen“ aus der Gesamtheit der Partikel nacheinander einzelne Partikel heraus und legen die Partikel
gemal der Reihenfolge, in der sie gezogen wurden, ab (Abb. 12.1). Die Anzahl der verschiedenen
Moglichkeiten, nacheinander N Partikel zu ziehen, ist N! = N(N—1)(N-2)...1. Man nennt dies auch die
Anzahl der ,,Permutationen®. Es gibt also N! Mdoglichkeiten, N Partikel geordnet abzulegen. Dann sagen
wir, dass die ersten N; Partikel dieser geordneten Menge von abgelegten Partikeln in Zustand 1 sein solle und
die folgenden Partikel in Zustand 2. Nun ist es fiir die Auswahl von N, Partikeln aber bedeutungslos, in
welcher Reihenfolge diese N; Partikel gezogen wurde. Die Unbedeutsamkeit der Reihenfolge ist Teil der
Definition von ,,N; Partikel auswéhlen”. Wenn wir sagen, dass N, Partikel ausgewahlt werden, dann ist
damit gemeint, dass die Reihenfolge keine Rolle spielen soll. Die Reihenfolge spielt in der Untermenge der
zuletzt gezogenen N, Partikel ebenfalls keine Rolle. Deshalb miissen wir bei der Berechnung von €2, die
Zahl N! durch N;! und N>! teilen. Dies fiihrt zu Glg. 12.1.1.

Wir interessieren uns fiir die Situation Ni/N = 50% (also N1 = N/2) und schreiben deshalb

Glg. 12.1.2
]\]1 — E-I——
2
mit s << N. Wir driicken (; als Funktion von s aus (wir benennen es um in €X) und finden
Glg.
| |
InQ =In V! =1In N 12.1.3
‘ Nll(N—Nl)! N s\ [N =
e L et L
2 2 2 2

wstm-(Fes)ol 3 (55 )o(3-5)1)
(G ol el (5 ol 5

In Zeile 2 wurde die Stirling-Formel angewandt ( In(N!) = N (In(N) — 1) ). Im Zeile 3 wurde ausmultipliziert
und In(NV/2 + 5/2) geschrieben als In(N/2(1 + s/N)) = In(N/2) + In(1 + s/N). Das geschah, weil man In(1 + €)
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mit ¢ einer kleinen Zahl einfach Taylor-entwickeln kann.?'” Wir sortieren um, benutzen

In(1 + €) ~ &€ — €%/2, und gelangen zu der Relation

Glg. 12.1.4
0, ~ NinN - N[ X[ XS 102 [ XS hnf- 2
2 2 2 N 2 2 N
2 _ 2
len(z)_(ﬁ+£j s L _Kﬁ_ij s Ls
2 2NN 2N 2 2N 2N
2 2 3 2 2 3
len(z)_E s S_z_ls_z_ls_S_iﬁ_z_iS_z_l s
2\N N° 2N° 2N N N 2N° 2N
2
S
~NIn(2)———
(2)-
Wir fithren an dieser Stelle die Variable s = s/2 ein. Es gilt Ny = N/2 +5.
Fiir die Anzahl der Konfigurationen finden wir
Glg. 12.1.5

~2 ~2
Q =Q, exp[—%) =Q, exp(— ; j mit Q, =exp(NIn2) und

(52

Fiir Eilige, die Glg. 12.1.4 nicht im Detail nachvollziehen mochten, ein verkiirztes Argument: In Glg.
12.1.4 wird der In(Q2) Taylor-entwickelt in s/N. Es wird zunéchst ein Glied nullter-Ordnung geben (ein
Glied, das nicht von s/N abhédngt). Ein Glied, welches linear in s/N ist, kann es nicht geben, denn die Vertei-
lung ist symmetrisch. Das nichste Glied ist also quadratisch in s/N. Es konnte grundsitzlich auch von der
Form (s/N)* sein, aber der erste nicht-triviale Term (der quadratische Term) ist konkret ungleich null. Da-
nach wird die Entwicklung abgebrochen. Man sieht auch diesem einfachen Argument an, dass aus der Bino-
mialverteilung fiir s << N eine GauB-Verteilung wird und dass deren Breite ¢ proportional zu N'2 ist.

12.2 Beweis des Gleichverteilungssatzes

Die folgende Behandlung lehnt sich an Kapitel 2.6.4.1 aus der Quelle aus FuBinote 6 an. Ein klassisches
dynamisches System aus N Partikeln wird beschrieben durch N Ortskoordinaten, ¢;, und N Impulse, p;. Diese
6N Koordinaten spannen den ,,Phasenraum‘ auf. Das infinitesimale Phasenraum-Volumen fiihrt den Namen
dI'. Es gibt eine Energie-Funktion — die Hamilton-Funktion — mit dem Namen H(g;,p;). Gemal Boltzmann ist
die Wahrscheinlichkeitsdichte, das System bei den Koordinaten ¢;,p; vorzufinden, gegeben als exp(—H(g:,p:)).
Wir bezeichnen im Folgenden ¢; und p; beide als x;. (Es gibt also 6N Koordinaten x;.) Es gilt die folgende Re-
lation

X, 6ﬂ =k,T3,
ox, /
th

Glg. 12.2.1

217 Beachten Sie, dass der Logarithmus bis zur zweiten Ordnung entwickelt wird. Man benutzt auch oft In(1+¢) » ¢, aber diese Néhe-
rung reicht hier nicht aus.
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<...>y bezeichnet den Boltzmann-gewichteten Mittelwert. Zum Beweis von Glg. 12.2.1 schreiben wir zu-
nédchst den Mittelwert aus:

Glg. 12.2.2

oH ( H}‘
Ixi—exp ———dI’
<aH> ox, kyT 1 . oH ( de
X, = r
th

8 o :E xl.a—exp
X, X,
e —-—dr

B

Im zweiten Schritt wurde Nenner umbenannt zu Z . Es heiit auch ,,Zustands-Integral.

Wer sich die Miihen der Integration sparen will, kann sich an dieser Stelle auf ein Dimensions-Argument
zuriickziehen. Der Mittelwert muss die Dimension einer Energie haben. Die einzige Energie, die in Glg.
12.2.2 vorkommt, ist kg7. Deshalb muss <xj dH/dxj>un proportional zu kg7 sein. Dass der Proportionalitétsfak-
tor 1 ist falls i = j und Null sonst, sicht man nur, wenn man die Integration durchfiihrt.

Fiir die Integration benutzen wir die Relation

Glg. 12.2.3
—exp| ——— |=exp| — -
Ox; k,T k,T kyT ) Ox,
Es folgt

Glg. 12.2.4
aﬂexp[_iJ _(_kBT)iexp(_ij
Ox; v Ox; k,T
Einsetzen in Glg. 12.2.2 ergibt

Glg. 12.2.5

oH | 0 H
— ) ==|x - —k,T)dl’
<X, ax./> z J‘XZ o, eXp( kBTJ( +)

Wir nehmen nun an, dass die Funktion exp(—H(gi,p;)) im Unendlichen gegen null strebt. Das ist z.B. fiir Para-
bel-Potentiale der Fall. Dabei soll es keine Wiande geben. Wenn exp(—H(g:,p:)) im Unendlichen zu null wird,
koénnen wir Glg. 12.2.5 partiell integrieren gemél

<x,. 27H> _ %{ [ exp[—kt%j(—kBT)L —% %Jexp(—é’—Tj(—kBr)dr

Mit den eckigen Klammern ist die Auswertung auf dem Rand des Integrationsvolumens (also im Unendlichen)

Glg. 12.2.6

gemeint. Dieser Term fallt geméaf Annahme weg. Es gilt nun Ox;/0x; = 6; mit &; dem Kronecker-o. Wir zie-
hen die konstanten Terme vor das Integral und erhalten
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Glg. 12.2.7

oH 1 H
<xi §> = kBTBy EJGXP(—ﬁde = kBTBz]

J B

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass das Integral rechts gerade das Zustands-Integral ist. Dies beweist
Glg. 12.2.1.

Betrachte nun einen harmonischen Oszillator mit dem Potential

Glg. 12.2.8

1
V =—xq’
5 q

Kk ist die Federkonstante. Wir nehmen an, dass der Oszillator an ein thermisches Warmebad angekoppelt ist.
Er stoft dann haufig und die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten eines bestimmten Wertes von ¢ unterliegt
der Boltzmann-Verteilung. Trotzdem betrachten wir den einzelnen Oszillator.'® Wir ersetzen in Glg. 12.2.1
H durch V. Das diirfen wir tun, denn die Mathematik ist unabhéngig davon, ob wir die Gesamt-Energie be-
trachten oder nur die potentielle Energie. Dann erhalten wir

Glg. 12.2.9
oV 2
— ) =(xq")=(2V)=k,T
(02} )= @)=,
Die mittlere potentielle Energie des Oszillators ist also 1/2 kzT.
Wir betrachten die kinetische Energie eines Partikels in 1D gegeben als
Glg. 12.2.10
m
Ekin = ? pi
Wir ersetzen in Glg. 12.2.1 H durch Ex, und gelangen zu
Glg. 12.2.11
aE in
<px %> = <mp§> = <2Ekin,1D> =kyT
P x
und
Glg. 12.2.12
k,T
<Ekin,1D> = g

213 Hier liegt eine kleine Inkonsistenz vor. Genau genommen miisste man die StoBe in die Behandlung mit einbeziehen.
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Man kann schnell einsehen, dass in 3D gilt
Glg. 12.2.13
3
<Ekin,3D > = EkBT

Diese Argumente konnen wir fiir alle quadratischen Beitrdge zur Hamilton-Funktion wiederholen. (Wir
konnen Sie insbesondere fiir die Rotations-Energie wiederholen, gegeben als 1/2 IQ? mit / dem Trigheitsmo-
ment und QQ der Drehgeschwindigkeit.) Die mittlere Energie, welche mit solchen quadratischen Beitrdgen ver-
kniipft ist, ist in allen Féllen 1/2 k3T. (Sie ist 3/2 kT fiir die kinetische Energie wegen der drei Dimensionen
des Raums.) Wenn die Hamilton-Funktion nur quadratische Beitrdge hat, nennt man die Anzahl dieser quad-
ratischen Beitrdge f und bezeichnet die Beitrdge als ,,Freiheitsgrade®. Das CO, Molekiil hat 13 solche Frei-
heitsgrade: 3 fiir die Translation, 2 fiir die Rotation, 4 fiir die potentielle Energie in den 4 Schwingungsmoden
und 4 fiir die kinetische Energie in den 4 Schwingungsmoden. Es gibt nur 2 Freiheitsgrade fiir die Rotation,
weil die Rotation um die Molekiilachse eine elektronische Anregung ist, die aus quantenmechanischen Griin-
den bei Raumtemperatur eingefroren ist (Abschnitt 12.5). Auch fiir die Schwingungen ist aufgrund der Quan-
tisierung die Anwendbarkeit des Gleichverteilungssatzes fraglich.

12.3 Anwachsen der Entropie beim Coarse Graining

Den Begriff des Mikrozustands gibt es auch in der klassischen Mechanik. Ein System aus N Teilchen
ist vollstandig beschrieben durch die Orte und die Geschwindigkeiten aller Teilchen. Meist wird die Ge-
schwindigkeit v durch den Impuls p = mv ersetzt. Fiir ein System von 2 Teilchen gibt es 12 Parameter. Als
Koordinaten aufgefasst, bilden diese 12 Parameter den ,,Phasenraum®. Ein Mikrozustand ist ein Punkt in
diesem Phasenraum.

A A{p'ﬁll} B A{p3[l} C A{pBH}

jx.'jll} {XSIJ} {X3”}

Abb. 12.2

A: Aus einem Punkt im Phasenraum (einem Mikrozustand) wird unter der Wirkung der dynamischen Gesetze eine Linie.

B: Aus einer Kachel im Phasenraum (einem Mikrozustand, der mit einer gewissen Ungenauigkeit bestimmt wurde) wird ein
clongiertes Gebilde, welches schlanker ist, als die urspriingliche Kachel es war.

C: Wenn man dieses schlanke Gebilde vermessen will mit derselben Genauigkeit, mit der auch die urspriingliche Kachel ver-
messen wurde, muss man iiber das Gebilde neue Kacheln legen und diesen Kacheln Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Diesem
coarse graining Schritt 14sst die Entropie steigen.

Fiir 6x10% Partikel hat der Phasenraum 24x10* Dimensionen, aber das folgende Argument macht in
keiner Weise von einer groen Teilchenzahl Gebrauch. Es wird lediglich chaotische Bewegung postuliert.
Ein bekanntes System mit nur zwei Freiheitsgraden, welches sich chaotisch bewegt, ist das Doppelpendel.>"
Im Unterschied zur Quantenmechanik sind die Mikrozustdnde in der klassischen Mechanik nicht diskret.
Fiir je zwei Punkte im Phasenraum — mdgen sie auch noch so nah beieinanderliegen — kann man immer ei-
nen dritten Punkt in die Mitte zwischen diesen beiden Punkten legen. Der Phasenraum ist kein Schachbrett

219 de.wikipedia.org/wiki/Doppelpendel
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mit einer festen Anzahl von Feldern. Wenn er es wire, wire die Anzahl der Felder gleich der Anzahl der
Mikrozustinde, aber er ist es nicht.

Man koénnte — zumindest in Gedanken — den Phasenraum parzellieren und die Grofe der Parzellen der
eigenen Messgenauigkeit anpassen. Diese Parzellen konnte man abzdhlen und ihnen einen Index i geben.
Der Index konnte dann die Mikrozustinde nummerieren. Die Anzahl der Zellen wére die Anzahl der Mikro-
zustinde Q. Wie in Abschnitt 5.7 diskutiert, werden verschiedene Experimentor:innen den Phasenraum in
verschieden grofie Parzellen aufteilen und dann zu verschiedenen Einschidtzungen der Anzahl der Mikrozu-
stande gelangen. Eine Verdoppelung der Anzahl Parzellen fiihrt dann auch zu einer Verdoppelung der An-
zahl der Mikrozustdnde. Weil die Entropie aber der Logarithmus dieser Anzahl ist, fiihrt die Verdoppelung
der Anzahl der Zahlen zu einem additiven Zusatz-Term bei der Entropie. Weil dieser additive Term keinen
Einfluss auf Entropie-Differenzen nimmt, sind Entropie-Differenzen auch klassisch wohldefiniert. Die Trieb-
kriéfte fiir Prozesse sind die Entropie-Differenzen, nicht die Entropien selbst.

Nun zur Zunahme der Entropie im Laufe der Zeit. Postuliere zwei Experimentier-Knechte: einen ,,Pré-
parationsknecht® und einen ,,Messknecht“. Dem Priparationsknecht sollen die Hande zittern in der Weise,
dass sich das System am Anfang irgendwo in dem Quadrat links oben in Abb. 12.2 B befinde. Sei die Wahr-
scheinlichkeit iiberall innerhalb des Quadrats gleich groB und sei sie auBerhalb des Quadrats null.??* Dem
Messknecht gewdhren wir jetzt fiir einen Augenblick unendliche Messgenauigkeit. (Deshalb bendtigen wir
fiir den Augenblick zwei Knechte.) In Anlehnung an Glg. 5.4.10 bestimmt der Messknecht die Entropie des
Systems als

Glg. 12.3.1
S=—k, [ p({x.p})inp({x.p})d{x} d{p}

Phasenraum

Aus der Summe tiber p; In(p;) mit p; den Wahrscheinlichkeiten wurde ein Integral. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte wurde p genannt, um Verwechslung mit dem Impuls p zu vermeiden.

Wir geben dem System nun ein wenig Zeit, sich gemal} den mikroskopischen Gesetzen zu entwickeln.
Es greift nun ein sehr allgemeines Theorem aus der klassischen Mechanik, ndmlich das sogenannte Liou-
ville-Theorem. Geméfl dem Liouville-Theorem bleibt das Phasenraum-Volumen wahrend der Entwicklung
des Systems konstant. Lediglich seine Gestalt veréndert sich. Dies ist in Abb. 11.1B skizziert. Weil das
Phasenraum-Volumen gleich bleibt, bleibt auch die Entropie gleich. Das Gebiet, welches der Praparations-
knecht zunéchst eingezdunt und dann mit dem System gefiillt hat, verdndert nur seine Gestalt, nicht seine
Flache. Es wird im Laufe der Zeit ein filigranes Gebilde. Dies wire kein Problem fiir einen Messknecht, der
unendlich genau messen konnte. Solche Messknechte gibt es aber nicht. Erdlinge parzellieren den Phasen-
raum erneut und miissen die Aufenthaltswahrscheinlich fiir diese Parzellen neu bestimmen (Abb. 11.1C). In
diesem Moment steigt die Entropie. Die Entropie steigt an, wenn ein ,,coarse graining® vorgenommen wird.

Eine weitere Randbemerkung: Die Entropie gemif Glg. 12.3.1 wird in der Quantenmechanik ersetzt
durch die ,,von-Neumann-Entropie®. Auch die von-Neumann-Entropie bleibt fiir einen unendlich-genau
messenden Messknecht zeitlich konstant. Es gibt in der Quantenmechanik einen weiteren, anderen coarse
graining Mechanismus. In der Quantenmechanik steigt die Entropie auch dann an, wenn Verschriankungen
ignoriert werden. Wenn eine Messung in der Quantenmechanik ein Zufalls-bestimmtes Ergebnis hat, wur-
den die Verschrénkungen des ,,Zeigers” mit dem Rest des ,,Apparats* ignoriert.

220 Mit dieser Festlegung und mit der Festlegung auf quadratische Parzellen umschiffen wir erhebliche mdgliche Komplikationen,
aber das tut dem Argument keinen Abbruch.
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12.4 Zeitpfeile

Die mikroskopischen dynamischen Gleichungen der klassischen Mechanik, der Elektrodynamik, der
Quantenmechanik und der Gravitation (der Allgemeine Relativititstheorie) sind alle Zeitumkehr-invariant.??!

Viele der unten berichteten Zeitpfeile begriinden sich in einem speziellen Anfangszustand des Universums.

Es folgt eine Liste:

— Der Strahlungszeitpfeil, eng verwandt mit dem Kausalitéts-Zeitpfeil:
Es stiirzen nie konzentrische Radiowellen auf eine Antenne ein und verschwinden dort, obwohl diese Lo-
sung mit den Gleichungen der Elektrodynamik ebenso vertraglich ist wie die Ausbreitung der Radiowel-
len. ,,Quellen” fiir Radiowellen, Licht und andere kausal bedingte Vorgénge liegen stets in der Vergan-
genheit.

— Der quantenmechanische Zeitpfeil:
Bei ,,Messungen* kommt es zur Dekohérenz. (Das Auftreten von Dekohérenz definiert die Messung.)
Dekohirenz meint — etwas verkiirzt — dass Phasenbeziehungen ihre praktische Bedeutung verlieren. De-
kohédrenz macht aus der Quantenmechanik die klassische Mechanik. Dem klassischen Beobachter er-
scheinen viele Messergebnisse als zufillig.

— Der thermodynamische Zeitpfeil: Die Entropie nimmt zu.

— Der kosmologische Zeitpfeil:
Der kosmologische Zeitpfeil meint vor allem die Ausdehnung des Universums (will sagen, den dunklen
Nachthimmel, Ende von Abschnitt 5.10). Ob der dunkle Nachthimmel der Master-Zeitpfeil ist, der alle
anderen Zeitpfeile begriindet, wird kontrovers diskutiert.

— Der psychologische Zeitpfeil, verwandt mit dem Kausalitits-Zeitpfeil

— Die Evolution:
Das spontane Entstehen von lokaler Negentropie und von komplexen Systemen mag auf den ersten Blick
im Konflikt mit dem thermodynamischen Zeitpfeil stehen. Es gibt aber Bedingungen, die solche Vor-
ginge nicht nur moglich machen, sondern sie dariiber hinaus auch in systematischer Weise nach sich zie-
hen. Solche Bedingungen bestehen auf der Erde. Bald nachdem die Erde erkaltet war, begann das Le-
ben. Das Leben ist nicht nur geordnet, es ist auch komplex im Sinne der Komplexizitits-Theorie.

12.5 Zum Einfrieren von Freiheitsgraden

Das Einfrieren der Schwingungsfreiheitsgraden, wenn die betreffenden Anregungen quantisiert sind,
kann man anhand der Boltzmann-Verteilung verstehen. Betrachte nur ein einziges angeregtes Niveau, (,,1)
dessen Energie-Abstand zum Grundzustand (Ag) viel groBer als kg7 sei. Gemél Boltzmann gilt

Glg. 12.5.1

221 Es gibt mit der ,,CP-Verletzung* (siche Wikipedia) auch in der mikroskopischen Physik einen Sachverhalt, der nicht Zeitum-
kehr-invariant ist. GeméB herrschender Meinung sind die iibrigen Zeitpfeile nicht in der CP-Verletzung begriindet. Die CP-Ver-
letzung z&hlt normalerweise nicht als Zeitpfeil, obwohl sie rein formal ein solcher ist.
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Sei die Energie des Grundzustands zu Null gesetzt. Dann ist die Innere Energie U gegeben als

Glg. 12.5.2

N ist die Anzahl der Partikel. Im zweiten Schritt wurde im Nenner exp(—Ae/(ks7)) << 1 angenommen. Die
spezifische Wirme bei konstantem Volumen ist dann

Glg. 12.5.3
du  du d(1/T)

_ Ag)
C = = = NAeg Ae exp| — Ae [—szzN( 8)2 exp _ A
a7 d(1/T) dT ky kT )\ T kyT kyT

Bei kleinen Temperaturen geht die spezifische Warme gegen Null, denn exp(—Ag/(ksT)) strebt schneller ge-
gen Null, als 1/7% gegen unendlich strebt. Dann ist der betreffende Freiheitsgrad ,,eingefroren. Die Anre-

gung findet nicht mehr statt, weil das erste angeregte Niveau unerreichbar hoch liegt. Fiir Systeme mit end-
licher rdumlicher Ausdehnung sind alle Anregungen in dieser Weise quantisiert.
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13 Anhang 2: Mathematische Hilfsmittel
13.1  Mathematische Software

Dem Leser seien an dieser Stelle die mathematisch-naturwissenschaftlichen Programm-Pakete wie z.B.
Mathematica oder Python ans Herz legen.?”> Diese Programme beherrschen die Computer-Algebra (Diffe-
rentiation, Integration, das Losen von Gleichungen), ein gewisses Ausmal} an Numerik (z.B. fiir die numeri-
sche Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen) und sie stellen die Ergebnisse grafisch dar. Sie alle
haben vielfach den Taschenrechner benutzt. Wenn Sie konnen, benutzen Sie statt des Taschenrechners fiir
einfache (und auch nicht ganz so einfache) Rechnungen Mathematica. Als Beispiel sei hier die Berechnung
des Gasdrucks vorgefiihrt.

4 Mathematica_Gas_Law.nb * - Wolfram Mathematica 10.2
File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

substitutionrules = {(p>nRT /¥, n33mel, T > (273.15 + 34} K, ¥ » 3 Liter,
Liter -10"-3m"3, R+8.313/ (melK}, J+Pam™3, Pa » 10" -5 bar}

p /7. substitutionrules

nRkRT
{p—) — n—-3mol, T—=307.15EK, V=3 Liter,

n? §.31J 5 bar
r R = s J=>m” Pa, Pa— 7}
1000 Kmol lao0000

Liter =

25.524Z bar

Sie geben zunéchst die Regeln (die ,,substitutionrules) ein. In diesem Fall sind die Regeln die ideale
Gasgleichung, Naturkonstanten, experimentelle Vorgaben, und der Umgang mit den Einheiten. Dann beauf-
tragen Sie Mathematica, alle Regeln so oft auf den Druck p anzuwenden, bis keine Regeln mehr {ibrig blei-
ben, die man zu Anwendung bringen konnte. Dies ist die Bedeutung von ,,//.*

Die Vorteile dieses Verfahrens sind:

— Sie brauchen, wenn sie eine Rechnung mehrfach durchfithren wollen, nur die Eingabewerte dndern.

— Sie sehen, was Sie eingegeben haben. Sie sehen es insbesondere besser, als das bei Excel der Fall ist.
Excel fixiert ebenfalls Rechenschritte, wenn Sie die betreffenden Tabellen-Eintrdge entsprechend ver-
kniipfen. Das Problem mit Excel ist die mangelnde Transparenz. Nur wenn Sie ganze Tabellen abarbei-
ten wollen ist Excel — zugegeben — etwas handlicher als Mathematica.

— Mathematica kann symbolische Mathematik verarbeiten. Deshalb kénnen sie die Einheiten mitnehmen
und so am Schluss eine Konsistenz-Priifung anhand der Einheiten vornehmen. Ein Ratschlag: Nehmen
sie in allen Rechnungen immer die Einheiten mit und priifen Sie bei Gelegenheit. Hier hat uns die Natur
ein Hilfsmittel an die Hand gegeben, das wir nicht ohne Not verwerfen sollten.

Mathematica beherrscht ungefdhr das, was Sie brauchen kénnen, wenn Sie quantitativ mit Ihren Daten
umgehen wollen. Mathematica kann differenzieren, integrieren, Gleichungen auflosen und Differentialglei-
chungen l6sen. Hier noch ein Beispiel zur Integration. Geméal der Boltzmann-Verteilung verhilt sich die
Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Gas-Molekiil mit der Masse m in einer Hohe £ iiber dem Boden vorzufinden
wie folgt:

Glg. 13.1.1

222 Eg gibt ein on-line Programm namens ,,Mathics*, dass Mathematica nachahmt.
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g =9.81 m/s? ist die Erdbeschleunigungskonstante. Man merkt sich den Boltzmann-Faktor (den Exponen-
tial-Term). Wie fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung muss auch fiir die Maxwell-Verteilung das Integral
iiber die Verteilung den Wert 1 ergeben. Dafiir sorgt die Normierungskonstante Z. Normierungskonstanten
merkt man sich normalerweise nicht. Aber natiirlich braucht man sie fiir manche Rechnungen. Damit das
Integral tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte die 1 ergibt muss gelten

Glg. 13.1.2

Das konnen Gelibte von Hand integrieren, aber Faulpelze geben diese Arbeit an Mathematica ab:

Integrate[Exp[-mgh/ (kBT) ], {hy @, Infinity}]

kBT gm
ConditionalExpression — ,Re — | > @
T EMm "kBT

Beachten Sie, wie sorgféltig Mathematica zu Werke geht. Die Parameter konnten komplex sein. Selbst
wenn (mg/kgT) reell ist, muss es auch positiv sein, damit das Integral konvergiert. Wenn mg/(ksT ) positiv
ist, nennt uns Mathematica das Integral und die Boltzmann-Verteilung wird zu

k,T ( mth
pl|v])= ——exp| ——
()= 2 exo -2

Die allgegenwirtigen Software-Pakete haben Wissenschaft und Technik grundlegend veréndert. In der

Glg. 13.1.3

Darstellung der Physikalischen Chemie kann man heute etwas flexibler mit mathematischen Werkzeugen
umgehen als frither. Es gibt fiir nahezu jede Rechnung auch eine Software. ,,Wissenschaftliches Rechnen*
heifit heutzutage, entweder Software zu schreiben oder Software zu nutzen. Die harte Arbeit ist den Nutzern
abgenommen. Umso wichtiger ist es, dass Sie mit den Begriffen, den Konzepten, den Annahmen und den
Approximationen vertraut sind.

13.2  Taylor-Entwicklung

Bisweilen lduft die Unterscheidung zwischen dem Wichtigen und dem Unwichtigen auf die Unterschei-
dung zwischen groflen und kleinen Zahlenwerten hinaus. Bisweilen sollte man eine komplizierte Funktion
vereinfachen, auch dann, wenn die vereinfachte Form etwas ungenauer ist als die Ausgangs-Funktion. Dies
erreicht man mit der Taylor-Entwicklung. Man approximiert eine Funktion y(x) in der Ndhe eines Punktes xo
durch eine Gerade. (Bisweilen braucht man auch eine Parabel; hohere Polynome sind selten.) Die allge-
meine Formel fiir die Taylor-Entwicklung ist

Glg. 13.2.1

1 d n
zon— X—XO)

x0

Wenn man die Entwicklung nach der ersten Ordnung abbricht (die Funktion also durch eine Gerade approxi-
miert), ergibt sich
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Glg. 13.2.2
d
y(x)zy(xo)+ay (x=x,)+..

x0

Die folgenden Taylor-Entwicklungen sollte man sich merken:

Glg. 13.2.3
exp(e)~1+¢
I &
n(l+¢)= 8—;# g

sin(e) ~ €

Vi+e zl+§

€ << 1 ist eine kleine Zahl.
13.3  Wahrscheinlichkeitsverteilungen und gewichtete Mittelwerte

Es kommt oft vor, dass bestimmte Parameter in verschiedenen Messungen (fiir verschiedene Partikel,
fiir verschiedene Zeiten, fiir verschiedene Orte, ...) verschiedene Werte annehmen. Man sagt, die Werte sind
Lyverteilt. Die Wahrscheinlichkeit, einen Wert in einem schmalen Intervall zwischen x und x + dx vorzufin-
den ist p(x)dx mit p(x) der Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Wahrscheinlichkeitsdichte muss normiert sein in
dem Sinne, dass das Integral {iber die Wahrscheinlichkeitsdichte den Wert 1 ergibt. ,,Verteilungen* sind
nicht immer normiert. Aus einer Verteilung kann man nur dann eine Wahrscheinlichkeitsdichte erzeugen,
wenn sie normierbar ist. Das ist nicht immer der Fall. Es ist dann nicht der Fall, wenn das Integral {iber alle
moglichen Werte von x (also z.B. das Integral von 0 bis o) unendlich ist. Man sagt dann: ,,Das Integral di-
vergiert“. Wenn eine Verteilung einerseits eine Wahrscheinlichkeit bezeichnen soll, sie aber andererseits
nicht normierbar ist, liegt ein Problem (eine Paradoxie) vor. Eine beriithmtes Problem dieser Art ist die soge-
nannte ,,Ultraviolett-Katastrophe®.

Der Mittelwert einer Verteilung (bezeichnet durch gewinkelte Klammern, <...>) wird errechnet als

Glg. 13.3.1
jxp(x)dx

<x>= jp(x)dx

Wenn p(x) normiert ist, wird der Nenner zu 1 und kann entfallen. Man tut gut daran, den Nenner stehen zu
lassen. Ob eine Verteilung normiert ist oder nicht, sieht man ihr nicht ohne weiteres an.

<x>in Glg. 13.3.1 heift auch ,,gewichteter Mittelwert™. p(x) heiit dann ,,Gewichtsfunktion* oder ,,sta-
tistisches Gewicht“. Ein Beispiel fiir einen gewichteten Mittelwert ist die mittlere Energie, die sich ergibt,
wenn die Energien Boltzmann-verteilt sind (Glg. 5.15.1).
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13.4  Standardabweichung, Gaufs-Verteilung, mittlerer Fehler des Mittelwerts

Im Folgenden geht es um Verteilungen, die in der einen oder anderen Weise um ein Maximum zentriert
sind. Solche Verteilungen kénnen breit oder schmal sein. In der Thermodynamik findet man fiir makrosko-
pische Parameter bisweilen extrem schmale Verteilungen. Die Breite einer Verteilung wird durch die Stan-
dardabweichung o quantifiziert, letztere gegeben als

Glg. 13.4.1

J(x=(x))" p(x)ax

Ip(x)dx

o= [l ) -

Beachten Sie: Der Mittelwert von x? ist keinesfalls das Quadrat von <x>. Die Differenz der beiden entspricht
gerade dem Quadrat der Standardabweichung (letzteres manchmal auch Varianz genannt):

Glg. 13.4.2

Grundsitzlich konnen Verteilungen jede beliebige Gestalt annehmen. Eine besonders wichtige Verteilung ist
die GauB3-Verteilung, gegeben als

Glg. 13.4.3

<x>und o in Glg. 13.4.3 sind Parameter der GauB3-Funktion. Sie sind aber identisch mit dem Mittelwert und
der Standardabweichung der GauB3-Funktion, so dass darauf verzichtet wurde, ihnen eigene Namen zu geben.
Verwechseln Sie nicht die Standardabweichung in ihrer allgemeinen Definition (Glg. 13.4.1) mit dem Para-
meter ¢ in der Gaul3-Funktion.

Wir erinnern an den mittleren Fehler des Mittelwerts (error of the mean, EOM). Sei gegeben eine Schar
von Messwerten. In der Regel ist die beste Schitzung des wahren Wertes, die man in dieser Situation erhal-
ten kann, der Mittelwert aus den gegebenen Werten. Der ,,wahre Wert“ ist hier der Mittelwert, der sich aus
unendlich vielen Messungen ergeben wiirde. Die Unsicherheit auf dem Mittelwert aus den wenigen Messun-
gen (EOM) ist 6/(N-1)"2, wobei o die Standardabweichung der Messwerte ist. Uber den Grund fiir das

(N-1)"2 im Nenner (statt N'?) gehen wir hinweg.
13.5  Vertauschbarkeit der gemischten zweiten Ableitungen (Satz von Schwarz)

Wir kommen nachmals zuriick zu der Unterscheidung zwischen Zustandsvariablen und Prozess-Variab-
len. Betrachte das Rechteck in Abb. 13.1. Berechne das Differential df, welches sich ergibt, wenn das Sys-
tem einen kurzen Weg von links unten nach rechts oben in diesem Rechteck zuriicklegt. Wenn f{(p,V) eine
eindeutige Funktion von p und V'ist, darf das Ergebnis nicht davon abhidngen, welchen der beiden Wege man
nimmt. Anders ausgedriickt: Wenn man das Differential dfiiber einen geschlossenen Weg integriert, erhélt
man Null. Man kann sich bei dem Weg von rechts unten nach links oben auf vertikale und horizontale Wege

beschrinken und entweder erst nach oben und dann nach rechts gehen oder umgekehrt. Es muss gelten
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[%j dp + (ij dVv = {iJ dp + (i) dv
dp Vv, dv p=po+dp dp V=V, +dV dv P=po

Wir konnen weiterhin schreiben

CIECRCCRR
dV ), ey \dV ), {dp\dV ), _, oy

I ) B 2 ) I
dp ), e \dp ), \dV\dp),_,

Glg. 13.5.2 eingesetzt in Glg. 6.3.6 ergibt

), L)
dpdV p=po.V =V, dVdp p=po,V =y

Man sagt: Die partiellen Ableitungen vertauschen.

Glg. 13.5.3

Die partiellen Ableitungen vertauschen immer dann, wenn f'in der
Tat eine eindeutige Funktion von p und Vist. Falls das so ist, nennt
man df ein totales Differential. Nicht alle Differentiale sind totale Dif-
ferentiale. Betrachte eine infinitesimale Volumenadnderungsarbeit
OW =—pdV. Wir finden auf beiden Seiten ein Differential vor. Formal
ist die Gleichung korrekt. Wenn wir das System von Abb. 13.1 einmal
im Kreis laufen lassen, addieren sich die verschiedenen Differentiale

Glg. 13.5.1

Glg. 13.5.2
s Ly
de‘dp
+ ——
p+dp 7
df
apl, %
p ——
ﬂ dv
dv|,
"4 V+dV
Abb. 13.1

Zur Vertauschung der partiellen Ableitun-

gen.

OW aber nicht zu Null. Die betreffende Summe entspricht gerade der Fliache innerhalb des Rechtecks. Die

Arbeit ist also keine ZustandsgroBe.

Eine Bemerkung zur Notation. Fir eine geleistete Arbeit sollte man # schreiben statt AW. Die

Schreibweise AW wiirde suggerieren, dass es sich um eine Differenz zwischen zwei Werten einer Zu-

standsgrofle handele. Genau das ist aber nicht der Fall.
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