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1 Reaktionskinetik

1.1 Allgemeines

Eine Vorbemerkung: Wir zdumen in diesem Skript das Feld der Thermodynamik abseits des Gleichge-
wichts von hinten auf.! Von der inhaltlichen Logik her kdnnte man mit Kapitel 4 beginnen (die allgemei-
nen Sachverhalte), dann zur kinetischen Gastheorie (Kapitel 2) und zum Transport (Kapitel 3) voranschrei-
ten und schlieBlich das Feld behandeln, wo diese Kenntnisse benotigt werden, ndmlich die Reaktionskine-
tik (hier Kapitel 1). Die Studierenden erwarten aber nicht ganz zu Unrecht, dass die besonders wichtigen
Sachverhalte sich am Anfang einer Vorlesung finden. Wir machen den betreffenden Kompromiss.

Die Kinetik der chemischen Reaktionen kann man auf verschiedenen Ebenen betrachten. Auf der
Ebene der Molekdle untersucht man, welche Reaktionspfade von der Ausgangs-Situation zur Ziel-Situation
fiihren (Abschnitt 1.2). Auf der ndchst-héheren Ebene untersucht man den Zeitverlauf von Konzentratio-
nen und beschrénkt sich dabei auf raumlich homogene Medien (Abschnitt 1.3). Auf einer noch héheren
Ebene lasst man die Annahme raumlich homogener Konzentrationen fallen und bezieht den Transport (von
Molekiilen und Wérme, bei Explosionen auch von Druck) in die Modellbildung mit ein. Die Konzentratio-
nen sind Funktionen von Raum und Zeit. Wenn der Transport Diffusions-kontrolliert ist, gelangt man zu
den Reaktions-Diffusions-Gleichungen. Dies sind partielle Diffe-
rentialgleichungen.? Solche Gleichungen werden hier aber nur am

Rande gestreift. Es geht im Folgenden vor allem um die Reakti- H I Hoooeooon N 0
onskinetik im engeren Sinne (will sagen: Reaktionskinetik ohne T 00 )
Transport). SchlieBlich und endlich plant der Chemiker bisweilen T D
einen Reaktor und dessen Fahrweise so, dass das gewtinschte Pro-

dukt in groBtmogllche.r Reinheit® und.bel guter Ressourc_en-Efflzp erbbi#nmon der Kernkoordina-
enz entsteht. Man spricht auch von einem ,,Prozess*. Hier kommt ten

! Es ist von einer ,,Thermodynamik abseits des Gleichgewichts* die Rede statt von einer ,,Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik®,
weil der Terminus ,,Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik* eine spezielle Bedeutung hat, die wir in diesem Skript nur hier nur
streifen( Abb. 4.1). Ein gutes — wenn auch nicht ganz neues — Buch ist von Kammer und Schwabe und heift ,,Thermodynamik
irreversibler Prozesse” (VCH 1985). Eine neuere Quelle (Kjelstrup et al.) hat den Titel ,,Non-Equilibrium Thermodynamics for
Engineers.«

2 In einem gerlihrten Reaktor spielt neben der Diffusion auch der konvektive Transport (und damit die Hydrodynamik) eine Rolle.

3 Die Aufreinigung ist oft teurer als die Reaktion selbst. Ein reines Produkt wird tibrigens nicht immer angestrebt. In einer Raffi-
nerie begnigt man sich mit einem Stoffgemisch.



der Maschinenbau ins Spiel.* Das Feld fiihrt den Namen ,,reaction engineering*. Berihmtheit hat die Ge-
schicklichkeit von Carl Bosch erlangt, der seinerzeit Hochdruck-Kammern fur den Haber-Bosch-Prozess
entwickelte, deren Wénde nicht der Wasserstoff-Versprodung unterlagen.

1.2 Molekulare Mechanismen, der Ubergangszustand

Betrachte eine der denkbar einfachsten Reaktionen, ndmlich

Glg. 1.1
H,+D—>H+HD

,,D* steht fiir Deuterium. Um den Ablauf dieser Reaktion zu beschreiben, bendtigt man vier geometrische
Variablen (Abb. 1.1). Dies sind die beiden Abstédnde r und r’, der Polarwinkel 6 und der Azimuthalwinkel
¢. ¢ kann aus Symmetriegrinden entfallen. Aus Grinden der einfacheren Darstellung fixieren wir (unrea-
listischer Weise) auch den Polarwinkel 6 auf null. Das tun wir, damit wir die Energielandschaft (dann eine
Funktion von nur zwei unabhangigen Variablen) als Contour-Plot darstellen kénnen (Abb. 1.2). Oben links
Abb. 1.2 ist der Ausgangszustand eingezeich-

net, unten rechts der Endzustand.® Mit einem
gelben Kreis bezeichnet ist der ,,Ubergangszu-
stand* mit der Energie ¢*. (Der Doppeldolch

1 bezeichnet den Ubergangszustand.) Die
Energie dieses Ubergangszustandes muss min-
destens aufgebracht werden, damit die Reak-
tion stattfinden kann. Die Trajektorie in A
verlauft stets entlang der Talsohle und fhrt
genau durch den Ubergangszustand. Die
Trajektorie kann auch um die Talsohle herum
oszillieren und seitlich am Ubergangszustand
vorbeiftihren (Abb. 1.2B). An dieser Stelle
wird eine weitere wichtige Eigenschaft der
Energielandschaft (neben der Hohe des Uber-
gangszustandes) deutlich: Je breiter das Tal in
der Umgebung des Ubergangszustandes, desto
mehr Trajektorien mit einer Energie von etwas
groRer als ¢* finden den Zielzustand. Abb.

1.2B zeigt einen Fall, in dem die Energie nicht | app. 1.2
Eine Energie-Landschaft mit verschiedenen denkbaren Trajektorien.

4 Weiterhin kommen natrlich vielerlei 6konomische und 6kologische Aspekte ins Spiel. Ein mit gutem Grund vielfach genanntes
Schlagwort ist die ,,Nachhaltigkeit“. An ,,Verbundstandorten* kann die chemische Industrie besonders nachhaltig arbeiten.
Es kommt auch Software ins Spiel. Wenn Sie heute einen Reaktor auslegen (oder auch nur eine Rohrleitung fiir ein 6ffentliches
WC), verwenden Sie Programme, welche lhnen Vorschlége fur die Gestaltung machen. Diese Programme haben Rechtsnormen,
Sicherheitsvorschriften, MaterialkenngréRen, verflighare GréRen der Bauteile usw. hinterlegt.
Sollte es um Reaktoren gehen: Diese Programme haben auch die kinetischen Koeffizienten der erhofften Reaktionen als Funktion
von Druck und Temperatur hinterlegt und sagen daraus den Reaktionsverlauf vorher. Die Frage ist nur: ,,Woher kommen die
Koeffizienten, die hinterlegt sind?* Dies ist offensichtlich ein aktives und interessantes Feld.

5> Der Endzustand der Reaktion H2 + D — HD + H hat tbrigens in der Tat eine geringere Energie als der Ausgangszustand. Des-
halb ist er in Abb. 1.2 noch dunkler gezeichnet als der Ausgangszustand links oben. Die Dissoziations-Energie von HD ist mess-
bar gréRer als die Dissoziations-Energie von Hz. Dies ist einer der bekanntesten und wichtigsten ,,Isotopen-Effekte*.
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zum Erreichen des Ubergangszustandes ausreicht oder der Ubergang einem anderen Grund nicht gefunden
wird. Dann kehrt das Molekilpaar zum Ausgangspunkt zuriick (Abb. 1.2C).

Bisher haben wir Situationen ohne StoRe mit Dritt-Molekdilen betrachtet. Das ist angemessen fur Mo-
lekularstrahl-Experimente und fur Reaktionen in hinreichend verdinnten Gasen. In Flissigkeiten werden
die Trajektorien einem Irrflug ahneln. Die Irrfliige im Einzelnen zu berechnen, ist hoffnungslos, aber diese

Situation ist insofern attraktiv, als man fiir die Wahrschein-

. Energie
lichkeit flir das Eintreten des Ubergangszustands das Boltz- | | = _@c---eeeemmenceanans i
mann-Gesetz zur Anwendung bringen kann. Man kann / Act
schreiben p* oc exp(—&/(ksT). /7 ,
S X
Diese Darstellung ist naturlich erheblich vereinfacht, & -

aber sie macht — zutreffend — die besondere Rolle des Uber-
gangszustands transparent. Die ,,Energielandschaft wird oft
als eindimensionale Landschaft bezeichnet (Abb. 1.3). Dasist | App 13

\.e..'..

Reaktionskoordinate

legitim, weil es nur auf den Ausgangs-, den End- und den Eine vereinfachte Energie-Landschaft. VVon Be-
Ubergangszustand ankommt. In Abb. 1.3 sind nur Differen- deutung sind vor allem der Ausgangzustand, der
zen von Energien eingezeichnet. An dieser Stelle wird man Endzustand und der Ubergangszustand.

spater Differenzen von Entropien mit aufnehmen mdissen.

Die oben betrachtete Reaktion hat nur einen Schritt. Die meisten chemisch bedeutsamen Reaktionen
haben mehrere Schritte. Einer von ihnen ist der langsamste Schritt und ist deshalb der ,,Geschwindigkeits-
bestimmende Schritt. Die Geschwindigkeit der Gesamtreaktion hangt dann vor allem von dessen Uber-
gangszustand ab.

Die oben besprochene Reaktion ist bimolekular in dem Sinn, dass zwei Molekile sich treffen und mit-
einander reagieren. Es gibt grundsétzlich auch trimolekulare Reaktionen, aber diese sind relativ selten,
weil DreierstoRe selten sind. Oft hat man eine Sequenz von mehreren bimolekularen Reaktionen, in wel-
che dann insgesamt mehr als zwei Molekiile involviert sind. Unimolekulare Reaktion im engeren Sinne
sind selten. Die klassische unimolekulare Reaktion ist der radioaktive Zerfall. Man mag die Emission ei-
nes Photons nach einer irgendwie gearteten Anregung als unimolekular auffassen. (A* — A + hv, wobei
der Stern fur die Anregung steht). Die Dissoziation nach optische Anregung ist unimolekular.

(NHz* — NH; + H).

Als unimolekular werden in der Chemie auch solche Reaktionen bezeichnet, bei denen ein Stof3partner
die Reaktion ausldst, aber ansonsten nicht an der Reaktion teilnimmt. Ein Beispiel ist die Isomerisierung
von Methylisonitril (CHsNC) zu Methylcyanid (CH3CN). Genaugenommen sollte man schreiben

Glg. 1.2
CH,NC+M —> CH,CN + M

Man lasst aber den StoRpartner weg oder schreibt allenfalls

Glg. 1.3

M
CH,NC — CH,CN

Diese ,,unimolekulare* Reaktion ist ,,stoBaktiviert*.



Experimentelle Untersuchungen, welche Reaktionen in molekula-
rem Detail sichtbar machen, sind nicht einfach. Es gibt zunéchst seit
langem die Molekularstrahl-Experimente. Diese sind attraktiv, weil
man es — bei gentigend hoher Verdiinnung — mit reaktiven Sto3en zwi-
schen nur zwei Partnern zu tun hat. Mit der Energie und Winkelvertei-
lung der Produkte hat man GréRen zur Verfligung, die man im Hinblick
auf die Details der Bewegung auswerten kann. Der Nachteil: Die Reak-
tanden befinden sich in keinerlei Gleichgewicht mit einer Umgebung.
Die vielen StoR3e, die im Losungsmittel einen Irrflug herbeifuihren, unter-
bleiben. (Sie unterbleiben auch z.T. bei Gasphasen-Reaktionen.)

Eine weitere Mdglichkeit, sich den Details von (photo-induzierten)
Reaktionen zu nahern, bietet die zeitaufgeldste Spektroskopie. Die Zeit-

auflésung kann (muss aber nicht) im Bereich von Femtosekunden lie- Abb. 1.4
gen. Fur die Femtosekunden-Spektroskopie macht man sich zunutze, Zur Zeit-aufgeldsten Spektroskopie

. . . . . Hier ist keine Femtosekunden-Spektro-
dass Lichtpulse in ihrer Zeit-Dauer in etwa den Dauern von elektroni- skopie dargestellt. Die betreffende Reak-
schen Prozessen entsprechen konnen. Das ist kein Zufall: Die Licht- tion lauft langsamer ab. Aber Femtose-
pulse werden von elektronischen Prozessen erzeugt. Abb. 1.4 skizziert | kunden-Spektroskopie lauft technisch

analog ab.

das Prinzip der ,,Pump-Probe-Spektroskopie®. Ein erster Puls (,,pump*) ellesgroup.ku.edu/TA._spectroscopy

16st die Reaktion aus. Ein zweiter Puls (,,probe‘) mit variabler zeitlicher
Verzogerung spektroskopiert die Probe zu verschiedenen spateren Zeit-
punkten. Abb. 1.4 unten zeigt, wie die Absorption ausgehend vom Singulett-Zustand (,,S1*) im Laufe der
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Ein beriihmtes Ergebnis der Femtosekunden-Spektroskopie (Rohspektren sind nicht gezeigt).

Bei der Photo-Dissoziation von Natrium-lodid tritt ein Zwischenzustand auf, dessen Potentialhyperflache erneut ein Mini-
mum hat (graue Linie links oben). Die beiden Kerne schwingen gegeneinander. Jedes Mal, wenn sich die Kerne am Um-
kehrpunkt bei groRem Abstand befinden, kommt es mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit Gber einen Tunnelprozess zur
vollstadndigen Dissoziation (rechts).

www.nobelprize.org/uploads/2018/06/advanced-chemistryprize1999.pdf




Zeit abnimmt in dem Male, in dem der Triplett-Zustand bevolkert wird und der Singulett-Zustand parallel
dazu entvolkert wird. ®

Abb. 1.5 geht auf die Femtosekunden-Spektroskopie ein. Es handelt sich um einen Auszug aus der
Nobel-Vorlesung von Ahmed Zewail.

Die Details von Reaktionen sind auch fir Adsorbate auf Einkristallen im Ultrahochvakuum (UHV)
sehr genau studiert worden (Abschnitt 1.13.2). Hier hat man einerseits eine wohldefinierte chemische Um-
gebung. Andererseits besteht (im Unterschied zu Molekularstrahlen) ein thermisches Gleichgewicht zwi-
schen den Reaktanden und dem Substrat. Dieses Arbeitsgebiet ist im Jahre 2007 mit einem Nobelpreis (an
Gerhard Ertl aus Berlin) bedacht worden. Bei den Untersuchungsmethoden spielen Photo-Elektronen-
Spektroskopie und Elektronenbeugung eine groRe Rolle. Das UHV wird auch deshalb benétigt, weil Me-
tall-Oberflachen nur im UHV sauber gehalten werden kénnen.

Merke

— Auf mikroskopischer Ebene wird eine Reaktion durch eine Trajektorie in einer hochdimensionalen
Energie-Landschaft beschrieben.

— Wichtig fir die Frage, ob die Reaktion stattfindet (ob die Trajektorie den Produktzustand erreicht), sind
erstens die Hohe des Ubergangszustands und zweitens die Breite der Passhohe in dem Sinne, dass auch
Trajektorien, welche den Ubergangszustand knapp seitlich verfehlen und eine Energie haben, die nur
knapp oberhalb der Energie des Ubergangszustands liegt, zum Produkt fiihren kénnen.

— Eine Mdglichkeit, Reaktionen auf molekularer Ebene zu verfolgen, bietet die zeitaufgeldste
Spektroskopie.

1.3 Makroskopische Reaktionskinetik in homogenen Medien

Auf der makroskopischen Ebene meint ,,Reaktionskinetik nicht etwa den mikroskopischen Ablauf
von Reaktionen. Der Begriff meint hier eine zeitliche Entwicklung von Konzentrationen. Man geht aus
von (raumlich homogenen) Ausgangskonzentrationen und stellt eine gewohnliche Differentialgleichung auf
(eine ordinary differential equation, ODE, oft auch ein System mehrerer solcher Gleichungen), welche die
zeitliche Entwicklung der Konzentrationen vorhersagen. Solche Gleichungen kann man auch dann aufstel-
len, wenn ein mikroskopisches Bild fehlt.

Betrachte z.B. die Reaktion

Glg. 1.4
2N,0,(9)—>4NO,(9)+0,(9)
Die zu dieser Reaktion gehorige Differentialgleichung wurde empirisch gefunden als’
Glg. 1.5
d[N,O
% =—k[N,O;]

6 Der Singulett-Triplett-Ubergang zéhlt hier als eine chemische Reaktion.
7 Dieses kinetische Gesetz kann man nicht aus der Brutto-Gleichung ablesen. Die Konzentration von N20s konnte auf der rechten
Seite durchaus auch quadratisch vorkommen.
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Eckige Klammern stehen flr Konzentrationen. Kk ist die Geschwindigkeitskonstante (auch: ,kinetische
Konstante* oder , kinetischer Koeffizient“®). k hangt meist von der Temperatur und vom Druck ab. In Glg.
1.5 ist die Rate proportional zur Konzentration. Man sagt, diese Reaktion sei ,,von erster Ordnung®. Siehe
dazu den Abschnitt 1.5.°

Die in Glg. 1.5 angegebene Differentialgleichung ist linear, denn [N2Os] kommt in erster Potenz vor.
Lineare ODEs kann man immer analytisch 16sen.® Wir schreiben im Folgenden statt Glg. 1.5 allgemei-
nert!

Glg. 1.6
AAT_ al
dt
Die Losung von Glg. 1.6 ist
Glg. 1.7

[A](t)=[A], exp(-kt)

[A]o ist die Ausgangskonzentration (technisch gesprochen: die Anfangsbedingung, welche flr die Ldsung
einer ODE stets benétigt wird).

Andere ODEs oder Systeme von ODEs kann man nur numerisch l6sen. Das ist in vielen Fallen kein
Problem. Man kann sein Gliick durchaus auch mit dem sogenannten Euler-Verfahren (Einzelheiten in Wi-
kipedia) und Excel versuchen (Abschnitt 1.5.2). Wie gesagt: Eine bestehende ODE zu l6sen, ist nicht das
primare Problem. Die Herausforderung besteht in dem Aufstellen der ODE und der Bestimmung der Para-
meter (hier: der Kinetischen Koeffizienten) aus dem Experiment. Die Parameter hdangen gewohnlich von
der Temperatur ab. ODEs wie Glg. 1.6 spielen in diesem Skript eine groe Rolle.

Die meisten dieser Differentialgleichungen sind nur approximativ giltig, weil Nebenreaktionen ver-
nachlassigt werden. Eine gute ODE (eine ODE, welche die experimentell gefundenen Entwicklungen der
Konzentrationen mit der Zeit genau vorhersagt) hat nicht zwingend ein Verstandnis der molekularen Vor-
gange zur Vorbedingung. Aber natiirlich gibt die betreffende ODE einen Hinweis auf diese VVorgange.

Merke

— In der chemischen Reaktionskinetik beschreibt man den Ablauf der Reaktion auf makroskopischer
Ebene Gber gewbhnliche Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen (ordinary differential
equations, ODEs, initial value problem, IVP).

8 Man kann der Meinung sein, dass , Koeffizient* ein besserer Terminus ist als ,,Konstante*, weil der Koeffizient von vielen Para-
meter abhéngt und in der Praxis oft nicht konstant ist.

9 In Abschnitt 1.11 wird eine Reaktion diskutiert, bei der die Reaktions-Ordnung vom Druck abhangt.

10 Nichtlineare ODEs kann man bisweilen ebenfalls analytisch Iésen. Ein Beispiel ist die Glg. 1.27. Man kann sie aber nicht
durchweg immer analytisch 16sen. Bisweilen sind die (numerisch oder analytisch erhaltenen) Lésungen ganz erfrischend kompli-
ziert. Siehe dazu auch Abschnitt 1.15.

11 Es sei kurz an das Standard-Beispiel fir eine Differentialgleichung mit der Form von Glg. 1.6 aus der Physik erinnert.

Sei gegeben ein mit einer Flissigkeit gefilltes GefaR, an dessen Boden sich ein Ausfluss befindet. Die Flussrate durch den Aus-
fluss sei proportional zum hydrostatischen Druck und damit zur Fillhdhe. Deshalb sinkt die Flllhéhe gemaR einer Exponential-
funktion. Wenn diese Differentialgleichung auf eine Badewanne strikt immer anwendbar wére, wiirde die sich Wanne nie voll-
standig leeren. Auch in der Chemie sind Geschwindigkeitsgesetze erster Ordnung oft Approximationen mit begrenzter Giltig-
keit.



— Die ODEs unterscheiden sich in ihrer Struktur (erster Ordnung, zweiter Ordnung,...) und in ihren

kinetischen Koeffizienten.

1.4 Experimentelle Verfahren zur Untersuchung einer makroskopischen Kinetik

Das Verfolgen einer Reaktion einschlie8lich der Zwischen-
produkte kann schwierig sein, insbesondere, wenn die Zwischen-
produkte in kleiner Konzentration vorliegen. Normalerweise
wird man sein Gliick mit der Spektroskopie versuchen. (Radikale
sieht man besonders gut mit der Elektronen-Spin-Resonanz,
ESR.) Wenn die Spektroskopie — aus welchen Griinden auch im-
mer — nicht moglich ist, gibt es die folgenden einfacheren Zu-
gange:

— Druck als Funktion der Zeit bei Gas-Reaktionen, in denen die
Stoffmenge zu- oder abnimmt

— Leitfahigkeit als Funktion der Zeit fur Reaktionen in Wasser,
welche lonen involvieren

— Temperatur als Funktion der Zeit (oder erzeugte Wéarme als
Funktion der Zeit) fliir exotherme Reaktionen

— Viskositat als Funktion der Zeit flir Polymerisationen in L6-
sung oder aus der Monomer-Schmelze

— Brechungsindex und/oder optische Rotation (letzteres eine
Maoglichkeit fur Losungen chiraler Molekile, wie z.B. Zu-
cker).
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Fir die quantitative Bestimmungen einer Reaktionskinetik stellt sich oft das Problem, die Reaktion
moglichst schnell zu starten. Dazu gibt spezielle Mischkammern. In Abb. 1.6 ist das Verfahren des
stopped-flow skizziert. Alternativ kann man fir Reaktionen mit gentigend hoher Aktivierungsenergie die
Reaktion Uber einen Temperatur-Sprung starten. Dazu bietet sich z.B. ein Lichtblitz in Kombination mit
einem absorbierenden Farbstoff an. Photo-induzierte Reaktionen kann man direkt mit einem Lichtblitzt

starten.

Wir werden unten aus einem differentiellen Geschwindigkeitsgesetz das integrierte Gesetz (auch:
»Zeitgesetz®, also die Abhéngigkeit der Konzentration von der Zeit) herleiten. In der Forschung muss die-
ser Weg riickwarts durchlaufen werden. Man hat Konzentrationsverlaufe zur Verfligung und sucht die

ODE. Natirlich wird man versuchen, diesen Prozess zu systematisieren. Um einen Uberblick zu gewinnen

bieten sich zwei Verfahren an:

— Bei dem Verfahren der Anfangsgeschwindigkeiten gibt man bestimmte Konzentrationen vor (die dann

natUrlich fur t = 0 bekannt sind) und misst die Zeitableitung derjenigen Konzentrationen, die man expe-
rimentell gut bestimmen kann, flr kleine Zeiten. Dann variiert man die (Anfangs-)Konzentrationen der

verschiedenen Edukte.

— Bei der Isolationsmethode wahlt man die Konzentration eines einzelnen Ausgangsprodukts viel kleiner
als die Konzentrationen aller Gbrigen. Die letzteren sind dann in etwa konstant, weil der Verbrauch

nicht zu Buche schlagt. Die kleine Konzentration variiert man und findet so die partielle Reaktionsord-

nung bezogen auf diese eine Spezies.




1.5 Die Geschwindigkeit von Reaktionen

Sei gegeben die Reaktion!?

Glg. 1.8
2N,0,(g9)—>4NO,(g)+0,(9)

Den Fortschritt dieser Reaktion kénnte man sowohl anhand der Stoffmenge von N2Os als auch anhand der
Stoffmengen von NO- oder O quantifizieren. Diese verschiedenen Beschreibungen sind aber zueinander
aquivalent, denn es gilt die Stochiometrie. Man definiert die Reaktionslaufzahl & (iber die Relation

Glg. 1.9

v ist der stdchiometrischen Koeffizient (als negativ definiert fur die Edukte). Man Uberzeugt sich schnell
davon, dass die Definition aus Glg. 1.9 eindeutig ist.

Die Reaktionsgeschwindigkeit ist definiert als

Glg. 1.10
1dg

V dt

Bei dieser Definition ist konstantes Volumen angenommen. Die Einheit von v ist mol/(L s).

1.5.1 Eine kurze Erinnerung an das chemische Gleichgewicht

Bevor wir zur Kinetik kommen, sei daran erinnert, dass die Gleichgewichts-Thermodynamik einen
Aussage Uber den Endzustand macht. Dies betrifft die sogenannten ,,Gleichgewichts-Reaktionen. Im che-
mischen Gleichgewicht ist das chemische Potential von Produkten und Edukten gleich groB. Wenn man in
Glg. 1.8 Produkte und Edukte als ideale Gase betrachtet (wenn man die Fugazitatskoeffizienten zu 1 setzt)
ergibt sich fur die Reaktion 2 N2Os(g) — 4 NO2(g) + O2(g) die Gleichung

Glg. 1.11
2u(N,0;,9) = 4u(NO,, g) +1(0,,9)

Grundsétzlich ist das chemische Potential definiert als 6G/on;, zu unterscheiden von G/n;. Fr reine Sub-
stanzen ist aber 6G/on; = G/n;. Fr ein ideales Gas (keine Wechselwirkungen) kénnen wir das chemische
Potential in der Mischung durch das chemische Potential des reinen Stoffes ersetzen. Wir vernachldssigen
die Fugazitatskoeffizienten und schreiben

12 Eine Bemerkung zum Kontext: Distickstoffpentoxid (N2Os) wurde friiher technisch als Zwischenprodukt bei der Nitrierung (dem
Einfuhren einer Nitrogruppe) verwendet. In den Autoabgasen ist es kaum enthalten. N2Os entsteht in der Hochatmosphére aus
NO2 und NO3z. NOs wiederum wird unter Einfluss von Licht aus NO2 und Oz (Ozon) gebildet. N20Os ist eine der ,,Reservoir-
Spezies* (Abschnitt 1.13.4).



Glg. 1.12
N,O
Z(uQ(NZOS,g)+ RT |np(—;5)]=
P

4(M®(N0219)+ RT 'H%J{u@ (0;,9)+RTIn p(p%)J

Umstellen ergibt

Glg. 1.13

p(NZOS) p(NOZ)
p? p
(20”7 (N,0;,9)-4u” (NO,,9)-p” (0,,9))

RT [Zln —41In

(e auf der rechten Seite ist gleich der Freien Standardbildungsenthalpie AiG©. Die rechte Seite von Glg.
1.13 bezeichnen wir als AG® und schreiben

Glg. 1.14
AG? =Y v,u?(3)=>v;A,G?(J)
J J
Die linke Seite rechnen wir um in eine Gleichgewichtskonstante K:
Glg. 1.15
P(NO,)\'( P(0,)
p” p”
P 2
(p(Nzos)]
prJ
Aus Glg. 1.13 wird damit die Relation
Glg. 1.16

AG?
K =exp| -
ool

Beachten Sie: In Glg. 1.15 steht der Standard-Druck p© im Nenner, nicht der aktuelle Druck p. Wenn
man sich fiir den Molenbruch x = py/p mit p; dem betreffenden Partialdruck interessiert, muss man auf den
aktuellen Druck normieren. Die betreffende Gleichgewichtskonstante K ist definiert als

Glg. 1.17

(x(N0,)' (x(0.) _(p(NpoZ)T[p(SZ)J
(x(N.0,)) ( p(NO)}

p
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Vergleich mit Glg. 1.15 zeigt, dass Ky und K, wie folgt zusammen hé&ngen:

1) Av
(%)
p

Bei steigendem Druck verschiebt sich Gleichgewichtskonstante bezogen auf x also hin zu N.Os. Kann man
dies anschaulich verstehen?

Glg. 1.18

Im Tabellenteil des Lehrbuchs von Atkins finden wir fur die Standard-Bildungs-Enthalpien der Reaktanden
aus Glg. 1.4 die Werte

AH [kd/mol] AG [kI/mol]
N20s(9) 11.3 115.1
NO2(9) 33.18 51.31

Warum sind in dieser Tabelle die Werte fiir O, nicht aufgefiihrt?

Ubungsaufgabe: Berechnen Sie die Standard-Bildungs-Entropien und teilen Sie durch R/2 (mit R der
Gaskonstante). Kann man den Unterschied verstehen?

Einsetzen dieser Werte in Glg. 1.15 fihrt zu
Glg. 1.19

p

NO,)" p(O o -
P(NO,) p( 2):exp(_AG j:exp(_(4x51.31 2x115.1) ki/mol

2/ 2\ RT RT j:2.9><104
P(N,Os) (p )

Wie Glg. 1.19 zeigt, liegt das Gleichgewicht fiir die Reaktion aus Glg. 1.8 bei Atmosphérendruck weit
rechts. N2Os zerfallt spontan. Das Gleichgewicht liegt konkret so weit rechts, dass die Reaktion fir alle
praktischen Zwecke als irreversibel gelten kann. (Deshalb wurde sie ja als Beispiel gewahlt.)

Dass N2Os gemaR einem Geschwindigkeitsgesetz erster Ordnung zerféllt, hat Gbrigens keine einfache
Erklarung. Wir nehmen es hin. Dies ist bei radioaktiven Zerfallen anders. Der radioaktive Zerfall wird
durch einen Tunnelprozess ausgeltst. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zerfall ist strikt unabhangig von den
Verhaltnissen in der Umgebung des Kerns. (Siehe dazu auch Fulinote 19.) Im Gegensatz dazu sind die
meisten Zerfélle von Molekdilen thermisch aktiviert. Bei thermischer Aktivierung sind St63e mit anderen
Molekiilen involviert. Dann kann es schnell dazu kommen, dass diese anderen Molekile in die Reaktion
eingreifen und eine Korrektur des Geschwindigkeitsgesetzes 1. Ordnung nétig machen.

1.5.2 Reaktionen erster Ordnung

Betrachte die Reaktion

Glg. 1.20
A — Produkte

Die Reaktionsgeschwindigkeit soll der folgenden Gleichung gehorchen

11



Glg. 1.21

Der Verbrauch des Edukts ist also proportional zur Konzentration des Edukts. Weil [A] auf der rechten
Seite in erster Potenz erscheint, heif3t diese Reaktion ,,von erster Ordnung™. Wenn die Geschwindigkeit
proportional zu [A]? wire, wire die Reaktion ,,von zweiter Ordnung®. Die Reaktion wire auch dann ,,von
zweiter Ordnung™ wenn rechts der Term von der Form [A][B] stiinde. Man addiert die Exponenten zu al-
len Konzentration zu einer ,,Gesamt-Ordnung®.

Im Folgenden fuhren wir drei verschiedene Wege vor, um Glg. 1.21 zu l6sen. Wir setzen stets voraus,
dass die Anfangskonzentration [A]o bekannt sei. Das erste Verfahren ist das bewdahrte und véllig legitime
,»Verfahren der bekannten Losung®. Man rit die Losung. Wir raten

Glg. 1.22
[A](t)=[A], exp(-ot)

Sei die Konstante o zunichst unbestimmt. Es handelt sich um einen sogenannten ,,Ansatz. Differenzieren
und Einsetzen in Glg. 1.21 zeigt, dass die Funktion aus Glg. 1.22 genau dann Losung von Glg. 1.21 ist,
wenn der Parameter a gleich dem kinetischen Koeffizienten K ist.

Etwas aufwéndiger als Raten ist die formale Integration. Oft wahlt man als Verfahren die Trennung
der Variablen und fuhrt Glg. 1.21 uber in

Glg. 1.23

Integration auf beiden Seiten fuhrt zu

Glg. 1.24

[A

=

] —Jd[ﬂzt_[—k df

In[A]-In[A], =k (t-t,)

=
—
p 3

Beachten Sie die leichte Komplikation in der Schreibweise. In Glg. 1.23 sind [A] und t Integranden, in
Glg. 1.24 dagegen Integrationsgrenzen. Der Integrand erhielt in Glg. 1.24 deshalb eine Tilde (7). Uben Sie
Nachsicht, wenn Sie irgendwo eine solche Tilde (eine solche Umbenennung der Integranden) nicht vorfin-
den. Genaugenommen handelt es sich um einen Fehler, aber die Fehlbenennung bleibt ungestraft, denn der
Integrand verschwindet sang- und klanglos aus der weiteren Rechnung.

Wir haben zwei Integrationskonstanten erhalten ([A]o und to). Die Betrachtung des Spezialfalls t = to
zeigt, dass [A]o die Konzentration zum Zeitpunkt to ist. Die Kontante to 1asst man oft verschwinden, indem
man per Konvention setzt to = 0 (den Ursprung der Zeitachse also auf den Beginn der Reaktion legt). Wir
stellen Glg. 1.24 noch um:
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[A]
In m = —kt

[A]=[A], exp(~kt)

Glg. 1.25

Im zweiten Schritt haben wir die Funktion aus Glg. 1.22 zuriickgewonnen.

Nun zum dritten Weg, der numerische Berechnung. Wir fiihren die numerische Losung zundchst in

der Variante mit Excel vor. Sei der kinetische Koeffizienten k

gegeben als k = 1 s7%. Sei die Anfangskonzentration

[Alo = 10 mM. Wir zerlegen die Zeitachse in viele kleine
Schritte At. Je kleiner der Zeitschritt, desto genauer die Rech-
nung. Wir wahlen als Schrittweite hier At =1 ms. Diese Kon-

stanten tragen wir oben links in eine Excel-Tabelle ein
c2 - fr || =c1-esa*ss2rc1

A B C D 3

1 |[A] 0 10 10

2 |peltat 0.001| 9.99_|

3 |k 1

Die Zelle C1 enthdlt die Anfangskonzentration. Die Zelle C2

[A]_0 10 10
nektat 0.001 .39
3 |k 1 S.96001
9.97002939
9.96005936

9.9500939

2.31035916
3.9004438
9.89054835

9.88005 4

enthalt (oben als Formel angegeben) den zentralen Rechen-
schritt. Dieser ist

[A]i+1 - [A]i - kAt[A]

In Zelle C2 wird die Konzentration [A]1 (zum Zeitpunkt t = 1 ms)
aus [Alo, k und At errechnet. Dieser Rechenschritt wird nun ite-
riert. Dazu kopiert man die Zelle C2 nach unten

Achten Sie darauf, relative Adressen (ohne $) und absolute
Adressen (mit $) korrekt zu verwenden. Die Rechnung oben
bricht nach 13 ms ab. Man lasst sie natiirlich etwa 10 Sekunden
lang laufen. Nach 10 Sekunden ist das Edukt weitgehend ver-
braucht.

Aus numerischer Sicht ist das oben gewahlte Verfahren (das

,,Euler-Verfahren“, Abb. 1.7) ganz sicher nicht Stand der Tech-

Steigung f(xg,yg)

Abb. 1.7

Zum Euler-Verfahren
glossar.item24.com/glossarindex/arti-
kel/item/euler-verfahren.html

nik. Es gibt effizientere und genauere Algorithmen. Aber das
soll uns hier nicht bekiimmern.t®

13 Effiziente Algorithmen sind fiir ODEs zwar immer der Weg der Tugend, aber man kann auch das Euler-Verfahren anwenden
und die Schrittweite hinreichend klein wéhlen (sehr klein wéhlen). Dies ist zwar numerisch ineffizient, aber jeder PC steckt das
weg (,,Nicht nachdenken — einfach rechnen®). Das war zu Zeiten der Mondlandung anders. Die Mondlandung wére beinahe
fehlgeschlagen, als ein Bordcomputer fir eine kritische Rechnung mehr Zeit brauchte als erwartet. Auch ein Ariane-Fehlstart

geht auf das Konto einer ungeniigend schnellen digitalen Regelung.

Effiziente Algorithmen sind fur partielle Differentialgleichungen (PDEs, nicht zu verwechseln mit ODES) das ein und alles. Die
modernen Grofirechner verbringen einen groflen Teil ihrer Zeit mit der Losung von PDEs (Wetter, Plasmaphysik, ...).
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Im Folgenden ist eine zweite numerische Lésung gezeigt. Dies ist ein Programm in der Programmier-
sprache Python. Es wird sowohl die Losung mit dem Euler-Verfahren als auch eine Lésung mit einer bes-
seren (importierten) Routine gezeigt.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Losung mit dem Euler Verfahren

k = 3 # Kinetischer Koeffizient
Konzentrationen = []; Zeitpunkte = []

Speicherplatz fiir Konzentrationen und Zeiten

Konzentration = 1 #Anfangsbedingung

tmax = 1 # Zeitdauer der Simulation: 1 Sek

dt = 0.001 # Zeitschritt

Zeit = 0

for 1 in range (np.int (tmax/dt)) : #Schleife tUber 1000 Schritte
Konzentrationen.append (Konzentration)
Zeitpunkte.append (Zeit)
Konzentration = Konzentration - k * dt * Konzentration # !!!!
Zeit += dt # !!!!

plt.plot (Zeitpunkte,Konzentrationen)
plt.ylabel ('Konzentration [mol/L]"')
plt.xlabel ('Zeit [s]')

plt.show ()

# Loésung mit einem importieren ODE-Solver

tmax = 1 # Zeitdauer der Simulation: 1 Sek

dt = 0.001 # Zeitschritt

k = 3 # Kinetischer Koeffizient

from scipy.integrate import solve ivp

Stuetzstellen = np.arange (0, tmax,dt)

Konz ini =1

def exp decay(t, x): return - k * x # Die Differentialgleichung
### Und hier der zentrale Schritt

sol = solve ivp(exp decay, [0, tmax], [Konz ini], t eval=Stuetzstellen)
### Ende der Rechnung

plt.plot (Stuetzstellen,sol.y[0])

plt.ylabel ('Konzentration [mol/L]"')

plt.xlabel ('Zeit [s]')

plt.show ()

ivp* steht fur ,initial-value problem®. Die Eigenschaften der Routine ,,solve_ivp* finden Sie im Netz.

Daruiber, wie man gewohnliche Differenzialgleichungen Idst, wurde vor 20 Jahren in den VVorlesungen
ausflhrlich gesprochen. Es gab das Euler-Verfahren, das Runge-Kutta-Verfahren und weitere Verfahren,
tiber die man sich notgedrungen Gedanken machen musste. Das alles brauchen Sie heute nicht mehr tun.
Sie miissen
- die Bibliothek importieren
- die Funktion solve_ivp aufrufen
- (1 verstehen, welche Eingaben diese Funktion braucht und welche der verschiedenen Ausgaben fiir Sie

von Interesse sind.

Einige weitere Bemerkungen zu numerischen Rechnungen:
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— Fur die numerische Rechnung braucht man stets konkrete Zahlen (hier: [A]lo=10 mM und k = 1 s7).

— Die numerische Rechnung hatte ohne groRen Aufwand auch fiir eine viel komplizierte Differential-Glei-
chung durchgefuhrt werden kénnen (z.B. d[A]/dt = ko + sin(ki[A]), wobei diese Differentialgleichung
aus physikalischer Sicht herzhaft sinnlos ware). Ob man solche Gleichung wirklich I6sen kann, wird in
der numerischen Mathematik geprft.** Eine numerische Losung ist oft, aber nicht strikt immer mog-
lich. Die kinetischen Gleichungen aus der Chemie kénnen in diesem Zusammenhang als gutmiitig gel-
ten.’> Problematisch sind instabile Situationen (z.B. in der Chemie die Explosionen).

— Wenn eine numerische Rechnung einen Fehler hat, merkt man es oft nicht. Es ist immer wichtig, sich
anhand einfacher Spezialfélle davon zu (iberzeugen, dass der Algorithmus korrekt abluft. Etwas tech-

nischer spricht man von der ,,Validierung*.

Diese Software-Pakete sind nicht jedermanns Sache. Furchtlosen Horern seien sie ans Herz gelegt.
Gute Software mag man mit Fug und Recht als einen Paradigmen-Wechsel in der Wissenschaft bezeich-
nen, der sich derzeit vollzieht. Wer die Schwelle iberwunden hat und wer die Begriffe hinter der Software

gegenwartig hat, 16st einfache Probleme im Handumdre-
hen. Komplexe Probleme bleiben komplexe Probleme,
aber die gruseligen Einzelheiten der Rechnungen haben
Andere fur Sie abgearbeitet.

Eine Randbemerkung zum Grundsatzlichen. In Glg.
1.21 tritt eine 1. Zeitableitung auf. Man sagt, Glg. 1.21
sei ,,von erster Ordnung in der Zeit* (nicht von erster Ord-
nung in den Konzentrationen, die ,,Ordnung® ist hier eine
erste oder zweite Ableitung, nicht eine Potenz). Man
mdchte solchen Differentialgleichungen erster Ordnung
fur die denkbar einfachsten Differentialgleichungen hal-
ten. Aus mathematischer Sicht ist diese Wahrnehmung
nachvollziehbar. Aus physikalischer Sicht steht hinter
den Differentialgleichungen erster Ordnung eine konzep-
tionelle Komplikation insofern, als sie einen Zeitpfeil her-
vorrufen (als sie einen Unterschied zwischen Vergangen-
heit und Zukunft begriinden, Abschnitt 4.5). Viele andere
Gleichungen in der Physik (unter ihnen die Schwingungs-
gleichung mX = — kx) sind von 2. Ordnung in der Zeit.
Die letzteren Gleichungen sind Zeit-Umkehr-invariant, so
wie die mikroskopischen Gesetze der Physik. Glg. 1.21
ist im Unterschied zu diesen Gesetzen nicht Zeit-Umkehr-
invariant (auch ,,Zeit-gerichtet) und man muss sich fra-
gen, wie Zeit-Umkehr-invariante mikroskopische Gesetze
zu einer Zeit-gerichteten makroskopischen Gleichung
fuhren kénnen. Diese Komplikation klingt in FufRnote 19
an, wo der Grund fiir den radioaktiven Zerfall und Fluo-

0010 —— Euler
solve_ivp
. 0.008
=
°
E
= 0.006
2
g
T 0.004
N \
IS \
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0.000 ~— T T T y T T
0.0 05 10 15 20 25 30
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0.010 \ —  Euler
solve_ivp
. 0.008
<
°
E
= 0.006
o
£
q:) 0.004
[~
o
3
0.002
0.000
0.0 05 10 15 20 25 30
Zeit [s]
Abb. 1.8

Ldsungen des Codes zum exponentiellen Abfall
mit den Euler-Verfahren und mit solve_ivp.
Oben: Mit einer Schrittweite von dt = 0.01 s,
kann die Ldsung, welche das Euler-Verfahren lie-
fert von der besseren Ldsung (mit solve_ivp er-
halten) nicht unterscheiden. Wenn man die
Schrittweite zu 0.5 s setzt, sieht man den Unter-
schiede durchaus. Die gelb gezeichnete Ldsung
ist korrekt, auch wenn nur 6 Datenpunkte gezeigt
sind.

14 Es kénnte eine Losung gegen unendlich streben oder es konnten die numerischen Fehler groR werden.
15 Gutmiitig* meint insbesondere, dass die Losung existiert und eindeutig ist. Gutmiitig meint oft, dass die Losung im Langzeit-
Limes weitgehend unveréndert bleibt auch dann, wenn die Anfangsbedingungen sich ein wenig andern sollten.
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reszenz umschrieben wird. Wenn ein Prozess einer Differentialgleichung erster Ordnung gehorcht, ist stets
eine irgendwie geartete Umgebung im Spiel, die in irgendeiner Weise Wissen (Negentropie) verschluckt.
Wir lassen es bei diesem kurzen Hinweis.

Glg. 1.21 beschreibt einen exponentiellen Zerfall. Das exponentielle Wachstum ist aus mathemati-
scher Sicht etwa so einfach wie der Zerfall. Auch die Gleichung

Glg. 1.26

beschreibt grundsatzlich eine Kinetik erster Ordnung.’® Beachten Sie das positive Vorzeichen. Glg. 1.26
beschreibt das Bakterienwachstum und die Vermehrung von Geld durch Zins und Zinseszins. Die expo-
nentielle Vermehrung tragt auch den Namen Maltus-Gesetz. Die Losung von Glg. 1.26 ist von der Form
exp(+kt). Sie strebt nicht nur irgendwann gegen oo (das tut der Logarithmus auch), sondern die Zahlen wer-
den sehr bald sehr grof3 ... so groB, dass die Werte den Geltungsbereich der Gleichung verlassen und man
die zugrundeliegende Gleichung modifizieren muss.t” Glg. 1.26 spielt in der Chemie eine geringere Rolle
als Glg. 1.21. Die Glg. 1.26 tritt z.B. dann auf, wenn ein Prozess eine positive Ruckkopplung erfahrt. In
der Chemie konnte so ein Prozess eine autokatalytische Reaktion sein. Auch Explosionen sind positiv
riickgekoppelt, aber man beschreibt sie eher selten durch Glg. 1.26. (Man verwendet statt dessen partielle
Differentialgleichungen, s. Abschnitt 1.3.)

Ofter als von dem kinetischen Koeffizienten k spricht man von der Halbwertszeit 11, = k™ In(2) und
von der charakteristischen Zeit T = k™. t heilt auch ,,1/e-Zeit“. Nach der Zeit t ist die Konzentration auf
den 1/e-ten Teil (statt auf die Halfte) der Anfangskonzentration abgefallen. Achtung: t # t12. Es gilt
12 = In(2) .28 Weiterhin: Nur furr Reaktionen erster Ordnung ist die Halbwertzeit unabhéangig von der
Ausgangskonzentration der Edukte.

Merke

— Differentialgleichungen erster Ordnung werden durch Exponentialgesetze gelost.

— Die Zeitkonstante t (die 1/e-Zeit) ist das Inverse des kinetischen Koeffizienten k. Die Halbwertszeit ist
gegeben als t12 = t In(2).

— Zur Loésung von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen gibt es grundsatzlich
drei Wege:
- Geschicktes Raten (mit einem Ansatz) und nachfolgende Probe auf Korrektheit
- Formale Integration, z.B. Uiber die Trennung der Variablen
- Numerische Lésung (mit den Euler-Verfahren oder besseren Algorithmen).

16 Es gibt in der Reaktionskinetik ein Vorverstandnis dahingehend, dass die kinetischen Koeffizienten stets positiv sind.

7 Eine naive Interpretation der Exponentialfunktion lag groRen Teilen des seinerzeit berithmten Buchs ,,Die Grenzen des Wachs-
tums® (ausgearbeitet vom ,,Club of Rome*) zugrunde. Es gab einen Zeitraum, in dem die Weltbevilkerung in etwa exponentiell
wuchs. Mit ihr wuchsen der Energieverbrauch und der Wasserverbrauch. Wenn man dieses Wachstum auf das Jahr 2500 extra-
poliert, malt man eine Galerie von Teufeln an die Wand.

18 st In(2) groRer oder kleiner als 1?
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1.5.3 Reaktionen zweiter Ordnung

Betrachte die Gleichung
Glg. 1.27

[AV[Al,

M — —k[A]z
dt
2. Ordnung

Diese Gleichung ist von zweiter Ordnung in [A]. Wir flih-
ren die Losung ber Trennung der Variablen vor: 1. Ordnung

0
t
Glg. 1.28 Abb. 1.9

— _kdt Reaktionen zweiter Ordnung geméaR Glg. 1.21 wer-
[A 2 den langsam, wenn die Reaktanden nahezu ver-

braucht sind. Das ist ungiinstig, wenn die Edukte
toxisch sind. Es muss dann ein Weg gefunden wer-
Integration fiihrt zu den, die Edukte zu entfernen.

Glg. 1.29

Glg. 1.30

B kt+i_1+[A]o kt

(A,

Charakteristisch fir dieses integrierte Zeitgesetz ist, dass der Abbau sich bei groRen Zeiten stark ver-
langsamt. Es missen stets zwei Molekiile der Spezies A einander finden. Wenn die Konzentration sinkt,
werden solche Ereignisse selten (Abb. 1.9).

Fir ein Geschwindigkeitsgesetz 2. Ordnung gib es eine einleuchtende mikroskopische Begriindung.
Die betreffende Reaktion kénnte durch StéRe zwischen zwei Molekiilen ausgeldst sein. Die betreffende
Wabhrscheinlichkeit ist dann proportional zum Quadrat der betreffenden Dichte. So kann es sein, aber so
muss es nicht sein. Das beriihmte Gegenbeispiel ist die Reaktion H, + 1, —2 HI. (Warum lauft diese Re
aktion spontan ab?) Das kinetische Gesetz ist von zweiter Ordnung (Gesamtordnung zwei denn
d[H]/dt = —k[H][1]) und man hielt die Reaktion lange fur bimolekular in dem obigen Sinne. Dann fand
man aber, dass eine Bestrahlung der Probe mit Licht der Wellenldnge 578 nm die Reaktion beschleunigt.
Dieses Licht kann den Zerfall von I, — 21 ausldsen (eigentlich: beschleunigen; die Reaktion finden Stol3-
induziert auch ohne Licht statt). Man geht deshalb heute davon aus, dass zunéchst I, zerfallt und sich das
Zwischenprodukt 1---H-H---1 bildet. Dieses zerfallt dann in 2 HI.

Bevor wir zu weiteren Beispielen fiir Reaktionen erster und zweiter Ordnung kommen, sei erwahnt,
dass es auch Reaktionen mit gebrochen-rationaler Ordnung gibt (z.B. die Pyrolyse von Acetaldehyd,
Abschnitt 1.12.1) und Reaktionen, fur die man eine Reaktionsordnung nicht definieren kann. Das
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bekannteste Beispiel flr den letzteren Fall ist die Reaktion Hz + Br. — 2 HBr. Die kinetische Gleichung
lautet d/dt ([HBI]) = ka [H2][Br2]¥?/(ks + k:[HBr]/[Br]).

1.6 Beispiele fur Reaktionen erster und zweiter Ordnung

Um die Bemerkungen oben mit etwas Leben zu erfillen, sind in Tabelle 1.1 die Geschwindigkeits-
Koeffizienten flr einige wichtige Reaktionen bzw. Reaktionsklassen angegeben.

Einige Bemerkungen zu diesen Reaktionen:
— Die Reaktion N2Os — NO; + NOs spielt eine gewisse Rolle in der Chemie hinter dem Ozonloch.

— Man spricht von der Rohrzucker-, Inversion®, weil Zucker — wenn biologischen Ursprungs — Enantio-
meren-rein vorliegt und deshalb die Polarisation des Lichts dreht. Das Edukt Rohrzucker (Saccharose,
ein Disaccharid) ist rechtsdrehend. Der betreffende Koeffizient ist 66.5° /dm/(g/ml). Die Produkte Glu-
cose und Fructose haben andere Koeffizienten. (Fructose ist linksdrehend.) Man kann den Reaktions-
fortschritt deshalb ,,polarimetrisch* verfolgen.

— Dier Verseifung von Essigsdureethylester ist eine Reaktion ,,pseudo-erster-Ordnung in dem Sinne, dass
zwar eine andere Spezies eine Rolle spielt, dass die Konzentration dieser Spezies aber so grof? ist (und
deshalb in etwa zeitlich konstant ist), dass man die Konzentration dieser anderen Spezies in die kineti-
sche Konstante k mit einbezieht.!® Hier die Strukturformeln:

O 9]
HSCA< + Na+ OH- - HSCA< ) + HO—C—CH3
0—C—CH, O Na H,
H2
Fir das kinetische Gesetz schreibt man
Glg. 1.31
d[Ester] )
—— = = k|[Est OH™ |~ —k'|Est tk'=k| OH™
i [ ser][ } [Ester]  mi [ ]

Die zweite Gleichung gilt nur, wenn die Base im Uberschuss vorliegt, so dass [OH"] als konstant gelten
kann.

Reaktion ki[s™] ko[dm?® mol-t s71] Bedingung

N>Os —> NO, + NO3 3.10°° - 298 K
Rohrzuckerinversion 2:10% — 303 K; 0.5MHCI

Hz + I, = 2HI - 2.107? 700 K

Verseifung von

Essigsdureethylester - 4.1072 283 K; 0.025 M NaOH
Radikal-Molekiil-Reaktionen - ... 102 in Losung
Radikal-Kombinationen - ... 10°

H*+ OH™ — H,0 - 1.5.10% 298 K

Tabelle 1.1

Geschwindigkeitskonstanten einiger wichtiger Reaktionen Quelle: Atkins: Physikalische Chemie

19 Auch bei der spontanen Fluoreszenz und genau genommen sogar beim radioaktiven Zerfall gibt es solche ,,anderen Einflussgro-
Ben* (wie [OH™] im Fall der Ester-Verseifung). Es handelt sich um die Vakuum-Fluktuationen des elektromagnetischen Feldes.
Diese darf man als zeitlich konstant betrachten.
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— Die Reaktion Hz + 1> —2 HI ist nicht bimolekular (siehe das Ende von Abschnitt 1.5.3)

— Zur Autoprotolyse von Wasser (H* + OH™ = H,0)
Die Zeitkonstante fiir die Reaktion in Wasser bei pH 7 (bestimmt mit den beriihmten Temperatur-
sprung-Experimenten, Abschnitt 1.9) ist T = 37 ps. Die Autoprotolyse von Wasser ist eine der schnells-
ten Reaktionen Uberhaupt. Der Zusammenhang zwischen t und k- ist in einem Kasten im Lehrbuch von
Atkins dargestellt (Abschnitt 21.1.4, 5. Auflage 2013). Die Rechnung ist technisch etwas mihsam.

1.7 Temperaturabh&ngigkeit der kinetischen Koeffizienten

Die Temperaturabh&ngigkeit von kinetischen Koeffizienten folgt oft dem Arrhenius-Gesetz:

k =k, exp(—%)

Glg. 1.32

Ko ist der praexponentielle Faktor,
Ea ist die Aktivierungsenergie.

Das Arrhenius-Gesetz findet
“® & @

seine Begriindung im Ubergangs-
zustand (veraltet: ,,aktivierter
Komplex®, Abb. 1.10). Dieser
Ubergangszustand steht nihe-
rungsweise in einem Gleichge-
wicht mit den Edukten und wird k’_i ®
deshalb gemé&R der Boltzmann-
Verteilung bevélkert. Die Pro- Products
dukt-Bildungsrate ihrerseits ist
proportional zur Besetzungszahl
der Ubergangszustands. So

fransition State

Gibbs Free Energy

Reactants

Reaction Coordinate

Reaction: HO + CHiBr - [HO~-CH;-~Br]* - CH;OH + Br

. . . Abb. 1.10
kommt die Exponentialfunktion Zum Ubergangszustand "
zustande. de.wikipedia.org/wiki/Theorie_des_Ubergangszustandes

Man schreibt das Arrhenius-
Gesetzt bisweilen auch etwas genauer als

- *
k =k, exp(— AFSF )

Glg. 1.33

Der Stern (eigentlich der Doppeldolch, i, der aber im hier verwendeten Formeleditor nicht zur Verfligung
steht) bezeichnet den Ubergangszustand. Wegen AG! = AH* — TAS* kann man umformen zu

~ AH*-TAS* ~ AS* AH*
k =k, exp B— =k, exp = exp| — T

Glg. 1.34
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Der erste Exponential-Term enthalt keine Temperaturabhén- 5
gigkeit.? Es gibt eine anschauliche Erklarung fur diesen
Term. Wenn der Ubergangszustand sehr speziell ist, ist AS?
stark negativ, der Term exp(AS*/R) wird klein und die Rate
sinkt. Das liegt — in Prosa formuliert — daran, dass der Uber-
gangszustand relativ selten gefunden wird.

Die Frage nach dem Wert von ko ist etwas diffizil und
kann hier nicht umfassend beantwortet werden. Es gibt ver-
schiedene Félle zu unterscheiden:

In (k [L /(mol s)])
(=]

— Wenn die Edukte verdinnt vorliegen und wenn die Reak- 50
tion Diffusions-kontrolliert ist, kommt eine Gleichung zur 10 11 12 13 14

Anwendung, die Smoluchowski zugeschrieben wird: (1000 K)/T

Abb. 1.11
_ Glg. 1.35 | Die Reaktionsraten fur die Zersetzung von
k, =4nN,D R, Acetaldehyd (s. Abschnitt 1.12.1) als Akti-

vierungsplot
Adaptier aus: Atkins: Physikalische Chemie

Dag = Da + Dg ist die relative Diffusivitat. Rag ist der Ab-
stand, bei dem die Reaktion stattfindet. Achtung: Diese sehr kompakte Darstellung geht tiber einige
Komplikationen hinweg.

— Wenn die Reaktionsrate von den StoRzahlen dominiert ist (so bisweilen in Gasen der Fall), schreibt man

Glg. 1.36

Zng ist die Stof3zahl, n/V sind die Anzahldichten und pas = mames/(ma + mg) ist die reduzierte Masse.
Die zweite Relation in Glg. 1.36 wird in Abschnitt 2.5 bewiesen.?

— Bisweilen ist die Reaktionsrate durch eine intrinsische Rate der Reaktion selbst limitiert. Dann schreibt
man

Glg. 1.37

A
h

K (der ,,Transmissionskoeffizient™) ist ein Zahlenfaktor von GrofRenordnung eins. Der Faktor ksT/h (bis-
weilen ,,universeller Frequenzfaktor” genannt, der Zahlenwert bei Raumtemperatur ist 6-:102 s™1) findet
seine Begriindung in der Quantenmechanik. Die Rate der Reaktion entspricht im Rahmen dieser Uberle-
gung in etwa der inversen Lebensdauer des Ubergangszustands t. t ist in etwa der Quotient aus der
Ausdehnung des Ubergangszustands und der Geschwindigkeit ve, mit der die Molekiile ihn durchlaufen.

2 Dies gilt, solange AS* nicht von der Temperatur abhangt.
2L Glg. 1.36 suggeriert, dass der Vorfaktor im Arrhenius-Gesetz wie T2 skaliert. Dies wird experimentell nicht gut bestétigt. Die
Griinde findet man aufgearbeitet in Elstner, M. Physikalische Chemie I: Thermodynamik und Kinetik, 1. Auflage 2017; Springer
Berlin; Springer Spektrum: Berlin, 2017.
Dieses Buch (empfohlen) kénnen Studenten der TU Clausthal kostenlos downloaden
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007%2F978-3-662-55364-0.pdf
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Sei die Ausdehnung entlang der Reaktionskoordinate Ax genannt. Man vermutet nun, dass Ax in etwa der
DeBroglie-Wellenlénge des betreffendes Zustands entspricht. Man schreibt Ax ~ A = h/p. h ist das
Planck‘sche Wirkungsquantum; p ist ein Impuls. Wir schreiben p ~ mve. Die inverse Lebensdauer wird
damit zu 1/t = mvg?/h. Der Term mve? entspricht der doppelten kinetischen Energie. Die letztere ist (fir
eine Bewegung entlang lediglich der Reaktionskoordinate, also einer Bewegung mit nur einem Freiheits-
grad) gegeben als 1/2 ksT.?? Dies fiihrt zu 1/t = ksT/h und Glg. 1.37.

Die Annahme Ax ~ A kann hier nur etwas vage begriindet werden. A ist nicht viel kleiner als Ax, weil eine
kleinere Wellenlange eine hohere Frequenz und damit hohere Energie implizieren wiirde.? Die beiden
Molekiile haben gerade eben ausreichende Energie, um die Potential-Barriere zu tberschreiten. A ist an-
dererseits auch nicht viel groRer als Ax, weil dann die Wellenfunktion tiber einen weiten Bereich delokali-
siert wére, der in der Mitte die Barriere enthielte. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an der Barriere ware
dann klein.

Ausgehend von Glg. 1.32 tragt man gerne In(k) gegen 1/T auf (oft auch gegen 1000 K/T, ein ,,Arr-
henius-Plot* oder ,,Aktivierungs-Plot*). Wenn das Arrhenius-Getz gilt, findet man eine abfallende Gerade
mit der Steigung —Ex/R. Abweichungen vom Arrhenius-Gesetz ergeben sich z.B. dann, wenn sich der Re-
aktions-Mechanismus mit steigender Temperatur dndert. Oft gibt es auch eine Verteilung von Aktivie-
rungs-Energien oder Aktivierungs-Entropien. Ein Beispiel fiir ein Aktivierungs-Diagramm ist in Abb. 1.11
gezeigt.

Manchmal findet man in einem Arrhenius-Diagramm eine negative apparente Aktivierungsenergie.
Das kann seinen Grund in einem vorgelagerten Gleichgewicht haben:

Glg. 1.38
A+B tﬁ C—bk ,p

a

Wenn — erstens — der Zwischenzustand C energetisch niedriger liegt als die Ausgangsstoffe (wenn also die
Reaktion A + B = C exotherm ist) und wenn — zweitens — die Reaktion C — P schnell ist (genauer: wenn
die Aktivierungsenergie dieser Reaktion kleiner ist als die negative Reaktionsenthalpie der Reaktion

A + B — C), dann sinkt die Produktbildungsrate mit steigender Temperatur. C ist dann aber kein Uber-
gangszustand im engeren Sinne.

In Glg. 1.32 wird eine Temperaturabhéngigkeit beschrieben. Es gibt eine analoge Abhangigkeit vom
Druck, beschrieben durch

Glg. 1.39
k=A exp(—%}

Vact ist das ,,Aktivierungs-Volumen*.?

2 Dies ist eine Konsequenz des Gleichverteilungssatzes.

2 Folgend E = hv, wie von Planck postuliert.

24 Mit Reaktionen bei hohem Druck versucht man oft, ein Reaktions-Gleichgewicht hin zu den kleinen Volumina zu verschieben.
Es kommt hier das Prinzip vom Kkleinsten Zwang zur Wirkung. Das klassische Beispiel ist die Ammoniak-Synthese. Auch an-
dere Reaktionen mit Gasen als Edukten und kondensierter Materie als Produkten werden bei hohem Druck gefahren. Auch Poly-
merisationen in kondensierter Materie finden bisweilen unter Hochdruck statt, weil die Polymerisation eine Netto-Schrumpfung
mit sich bringt.
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1.8 Exkurs: Triebkraft und Mobilitat

Wir gehen hier auf einen Rand-Aspekt von thermisch aktivierten Prozessen ein, der vor allem fiir die
Kristallisation von Bedeutung ist. Auch fur die Kristallisation gibt es eine Barriere, dort ,,Nukleations-Bar-
riere genannt.

Wenn man in einer unterkihlten Schmelze die Temperatur senkt, sinkt die Hohe der Barriere und des-
halb nimmt die Geschwindigkeit der Kristallisation zundchst zu. Bei weiter steigender Unterkiihlung
nimmt sie aber wieder ab. Abb. 1.12 soll den Hintergrund verdeutlichen. In der mikroskopischen Welt
sind viele Trajektorien (von irgendwelchen ,,Systemen* in irgendwelchen ,,Energie-Landschaften®) Irrfliige
in dem Sinn, dass der Netto-Bewegung eine ungerichtete, zufallsgesteuerte Bewegung (berlagert ist. Wenn
es sich um eine Bewegung im Ortsraum handelt, nennt man die Nettobewegung oft ,,Drift“. Der mittlere
Betrag der instantanen Geschwindigkeit ist dann wesentlich groRer als der Betrag der Driftgeschwindigkeit.

Betrachte einen eindimensionalen Pfad wie in Abb. 1.12 unten links. Die Nettogeschwindigkeit des
mit Pfeilen angedeuteten Teilschritts ist die Differenz zwischen der Vorwaérts- und der Rickwértsgeschwin-
digkeit. Wenn die Triebkraft eines Ubergangs steigt, steigt auch der Gradient der Energie-Landschaft.

Man nimmt nun an, dass der energetische Abstand zwischen zwei benachbarten Zwischenzustanden so
klein ist, dass in Bezug auf die relativen Besetzungszahlen das Boltzmann-Gesetz gilt. Dann ist der Quoti-
ent der Raten k/k_, in etwa gleich dem Besetzungsverhaltnis. (Diese Aussage gilt in anderem Kontext als
die ,kinetische Formulierung des Massenwirkungsgesetzes“.) Es ist dann kc/k_, ~ exp(—Ae/ksT) mit Ae der
Energiedifferenz der beiden benachbarten Zustande. (Hier wird angenommen, dass die Teilschritte nahezu
im Gleichgewicht sind, auch wenn die Gesamt-Reaktion es nicht ist.) Beim Abkuhlen wird also das Ver-
haltnis zwischen VVorwérts- und Riickwarts-Geschwindigkeit groer. Der Rickwaérts-Schritt mag sogar

Diffusions
koaffizient D
AG Untex
sChed det
Ausgangs- Mobilitat - hewen
Zustand L] iel- Entaipie :
L] I_\
____________ L ‘[_J\ Zustand nkeimzohi 4 ®
Triebkraft LU
J [ )
av ‘
= &
———————————— (. L KIsSIORsChions =
LI Mobilitat aaechunea 7N
|_| \\ el ‘\\
Triebkraft L X
g o
Abb. 1.12
Bei tiefen Temperaturen kdnnen Prozesse (chemische oder physikalische Prozesse) langsam werden, auch dann,
wenn die Triebkraft bei sinkender Temperatur steigt. Das Bild rechts befasst sich mit der Geschwindigkeit der
Kristallisation (eines physikalischen Prozesses).
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ganz weitgehend unterdriickt sein. Gleichwohl kann die Differenz beider Geschwindigkeiten sinken, nam-
lich dann, wenn das ganze System so trage wird, dass auch der VVorwartsschritt (wegen der mangelnden
Mobilitat) langsam wird. Dies erklart den in Abb. 1.12 rechts dargestellten Sachverhalt.

Es gibt hier einen Zusammenhang mit der Arrhenius-Gleichung (it = Ko exp(—Ea/(RT))). Beim Ab-
kiihlen mag sich die Energie-Landschaft so andern, dass die Aktivierungsenergie sinkt. So ist es in Abb.
1.12 gezeichnet. Der Exponentialterm wird dann groRer. Wenn aber gleichzeitig der VVorfaktor ko sinkt,
mag kot ebenfalls sinken. Dann wird die Reaktion langsamer, nicht schneller.

Stichwort Arrhenius-Gesetzt: Eine Reaktion wird natlrlich auch dann bei tiefen Temperaturen langsa-
mer, wenn zwar die Triebkraft (gegeben als AGS/RT) steigt, gleichzeitig aber auch der Quotient AH*/RT.
Deshalb muss der Haber-Bosch Prozess bei hohen Temperaturen ablaufen.

1.9 Reaktionen nahe am Gleichgewicht

Eine Vorbemerkung zum Gleichgewicht. In der Theo- / ¢ /C

rie der chemischen Reaktionen ist ein thermodynamisches / \ / \
Gleichgewicht immer ein detailliertes Gleichgewicht. Be- \
trachte dazu Abb. 1.13. Wenn ein Gleichgewicht zwischen B — B
drei (oder mehr) Zustanden besteht, dann sind die Raten der Detailliertes Kreisprozess ohne
. B i . . . . . Gleichgewicht Gleichgewicht
Ubergénge zwischen den Zustéanden einzeln in beiden Rich-

tl_Jngen gleich_ groB (Iirfks in Abb. 1.1_3). Wenn es ?inen ge- ’Szbr'elchlé gezeigte Situation mag stationdr
richteten Kreislauf zwischen den drei Zustanden gibt (rechts | sgin, aber ein detailliertes Gleichgewicht be-
in Abb. 1.13), kann man stets in der einen oder anderen steht nicht.

Weise diesem Kreislauf Energie entziehen. Wenn dies ein
Gleichgewichtssituation ware, hatte man ein perpetuum mobile zweiter Art erzeugt. Solche Kreislaufe gibt
es oft. Ein Beispiel ist der Zitrat-Zyklus im Energie-Stoffwechsel. (Beim Zitrat-Zyklus werden von auf3en
Produkte zugefiihrt und Edukte nach auBen abgefihrt. Dafiir musste man in Abb. 1.13 zusétzliche Pfeile

einfiihren.) Sie kdnnen eine stationére Situation herbeifthren, nicht jedoch ein Gleichgewicht.

Betrachte nun eine Reaktion, bei der auch die Rickreaktion stattfindet:
Glg. 1.40
A-B v=k[A]
A«B v=k'[B]

k und k' sind die kinetischen Koeffizienten fir die Hin- und die Riickreaktion. Beide Reaktionen seien von
erster Ordnung. Als ODE fiir die zeitliche Entwicklung von [A] ergibt sich

Glg. 1.41

AT a] ek B]= K [A] ¢ ([A], ~[A)

=—(k+k)[A]+Kk'TA],

Die Losung dieser ODE ist
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Glg. 1.42

Al k'+kexp(—(k+k")t)

[ k+k' [ ]0
k' k exp(—(k+k")t)
greril R

Der Beweis durch Probe sei eine Ubungsaufgabe.

Man merkt sich, dass im Exponenten der Term —(k+k")t steht. Man schreibt auch 1/t = k+k" mit t der
Zeitkonstante. Glg. 1.42 kommt bei Temperatursprung- und bei Drucksprung-Experimenten zur Anwen-
dung. In der Regel hangt die Lage des Gleichgewichts von Druck und Temperatur ab und man kann es
deshalb durch Spriinge in T oder p verschieben. Schnelles Aufheizen der Probe kann z.B. mit einem Licht-
blitz erfolgen. Die Probe muss dazu Licht absorbieren. (Man kann einen Farbstoff beigeben.) Nach dem
Temperatursprung nahern sich die Konzentrationen gemaf einer zerfallenden Exponentialfunktion an das
neue Gleichgewicht an.

Ein berihmtes Experiment dieser Art hat Manfred Eigen in den 1950-er Jahren an Wasser durchge-
fiihrt (Nobelpreis 1967). Er betrachtete die Autoprotolyse

Glg. 1.43
H,O0" +OH  =—=H,0
d[H,0
% =k [H,0]+k,[H"][OH"]

o [Hon ]

[H0]

Der Temperatursprung wurde mit einem Mikrowellenpuls hervorgerufen. Die Kinetik der Reaktion
wurde anhand der Leitfdhigkeit verfolgt. Es ergab sich eine Zeitkonstante von t = 37 ps. Aus t und dem
lonenprodukt des Wassers wurde die Konstante k. bestimmt zu k. = 1.4 10 L/(mol s). Die Algebra, die zu
diesem Wert flihrt, ist in dem Lehrbuch von Atkins angegeben (Abschnitt 21.1.4, 5. Auflage 2013). Es gilt
hier nicht 1/t = ki + ko, weil die Rickreaktion bimolekular ist. Die Konstante k- ist Gibrigens fiir Eis hoher
als fir Wasser.

Protoneniibertragungs-Reaktionen erreichen immer das Gleichgewicht sehr schnell. Auch deshalb hat
der pH-Wert eine so groRe Bedeutung. Der pH-Wert ist eng verknipft mit dem chemischen Potential von
H*. Esgilt p=p?+RTIn[H7] = pu?+ RT In(10) logio[H'] = n2 — RT 2.303-pH. Das chemische Potential
spielt seine Starken dann aus, wenn ein chemisches Gleichgewicht besteht.

Beachten Sie eine Feinheit: Nahe am Gleichgewicht nahern sich die Konzentrationen dem Gleichge-
wicht gemaR einer zerfallenden Exponentialfunktion an auch dann, wenn die Reaktionskinetik per se nicht
von erster Ordnung ist. Weit weg vom Gleichgewicht mag das Konzentrations-Zeit-Gesetz durchaus nicht-
exponentiell sein. Hier kommt ein sehr allgemeiner Sachverhalt aus der Nicht-Gleichgewichts-Thermody-
namik zum Tragen. Wenn ein Gleichgewicht (in irgendeiner Weise) leicht gestort ist, erfolgt die Rickkehr
zum Gleichgewicht gemaR einer zerfallenden Exponentialfunktion. Man spricht oft von einer ,,Relaxa-
tion“. Die Begriindung findet sich in Abschnitt 4.2.

1.10  Konsekutive Reaktionen, Quasi-Stationaritat der Zwischenprodukte

Betrachte eine Folge von Reaktionen gemaR:
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Glg. 1.44
A—» B "> C

Ein Beispiel ware der B-Zerfall von 2°U zu 2°Np und der nachfolgende Zerfalls des Tochterkerns zu Z°Pu:
Glg. 1.45

239 §] 23.5 min 239 Np 2.35d 239 Pu

Uber den Pfeilen sind tibrigens nicht die kinetischen Koeffizienten k sondern die Halbwertszeiten 11, ein-
getragen (Abschnitt 1.5.2). Die kinetischen Gleichungen sind:

d Glg. 1.46
M 1a

LBy a1 e

%: K, [B]

Wie immer in der Radioaktivitét, ist die Kinetik von erster Ordnung in den Ausgangskonzentrationen. Glg.
1.46 wird geldst durch

Glg. 1.47
[Al(t) = [A] exp(-kit) :
ka

B10)= 1 (#0(-k) e (k)AL

[c](t) = (1+ k, exp(—k,t) -k, exp(—kat)][A]0

kb _ka

Der Beweis durch Probe sei eine Ubungsaufgabe.

Wir wenden uns jetzt dem (haufigen) Fall zu, dass ein Zwi-
schenprodukt schnell zerfallt. Formal wird dies durch die Relation
Ko >> ka ausgedriickt. Man sagt dann, die erste Reaktion sei der ,,Ge-
schwindigkeits-bestimmende Schritt”. (In dem Beispiel oben ist Ub- Abb. 1.14 _
rigens der zweite Schritt Geschwindigkeits-bestimmend.) Achtung: Z;régwfg?%jf der Konzentrationen

Nur bei verketteten Reaktionen ist die langsamere Reaktionen Ge-

schwindigkeits-bestimmend. Bei parallel verlaufenden Reaktionen
ist es der schnellere Reaktionsweg.

Aus kp >> K, in Glg. 1.47 folgt exp(—kpt) << exp(—kat) und man kann schreiben

Glg. 1.48
k, exp(—kyt)—k, exp(—k,t)

R ] G RCSL R I
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Das Zwischenprodukt tritt also in dem approximativen integrierten Geschwindigkeitsgesetz von C gar nicht
mehr auf. Man kann es ignorieren. Im Umkehrschluss gilt: In vielen Reaktionen gibt es kurzlebige Zwi-
schenprodukte, deren Auftreten man aus der experimentell bestimmten Reaktionskinetik nicht erschlieen
kann.

Die Kurzlebigkeit von Zwischenprodukten wird im Folgenden noch etwas formalisiert. Damit kann
man diese Uberlegungen auch auf komplexere Reaktionen zur Anwendung bringen. Wenn ein Zwischen-
produkt eine kleine Konzentration hat, dann ist — so die Annahme — auch die zeitliche Ableitung dieser
Konzentration kleiner als die zeitlichen Ableitungen der anderen Konzentrationen (,,d[B]/dt = 0°). Diese
Bedingung fithrt den Namen ,,Quasi-Stationaritit”. Die Annahme der Quasi-Stationaritat von Zwischen-
produkten wird haufig eingefiihrt, um Gleichungssysteme, die normalerweise nur numerisch l6sbar waren,
einer approximativen analytischen Behandlung zugéanglich zu machen. Wir fiihren den Rechenweg fiir das
oben gewdhlte Beispiel vor. Quasi-Stationaritét bedingt:

Glg. 1.49
d|B k,
0~ L8 i [a] - 8] = (]~ oA
b
Die Zeitableitung von [C] errechnet sich geméaR
Glg. 1.50
dfc]
——=k_[B]=k, [A
o=k [B]=k,[A]

[C] =K, [A], [exp(~k.F)df = (1-exp(~k.1))[A],

Das Ergebnis ist dasselbe wie vormals (Glg. 1.48), wurde aber auf einem leicht anderen Weg errechnet.

1.11  Lindemann-Hinshelwood-Mechanismus

Der Lindemann-Hinshelwood-Mechanismus steht beispielhaft fur die Félle, in denen eine empirische
Bestimmung von Reaktions-Ordnungen ein molekulares Verstandnis nach sich gezogen hat. Im Zentrum
des Lindemann-Hinshelwood-Mechanismus stehen unimolekulare Reaktionen in Gasen. Ein Beispiel ist
die Reaktion cyclo-CsHs — CH3CH=CH.. Achtung: Die Reaktion ist formal unimolekular, aber sie wird
durch StoRe mit anderen Molekiilen ausgeldst.

Man findet, dass solche Reaktionen bei hohem Druck von erster Ordnung sind (d[P]/dt = k [A]), bei
tiefem Druck dagegen von zweiter Ordnung (d[P]/dt = k [A]?).

Man zerlegt die Reaktion geman

Glg. 1.51
k, K,
A+tA > A*4+A 3 P
K,

26



Die Ratengleichungen sind

| A+A - A*+A o [A]

Stoflanregun
at a gung

d[A*]
I A+A* > A+A e —k, 'TA][A*] StoRabregung

d[A*]
dt

I A*—PpP

=—k, [A*] Produkt-Bildung

Glg. 1.52

Die Druckabhéngigkeit ist das Ergebnis einer Konkurrenz zwischen Produktbildung und StofRabre-
gung. Bei hohen Druck (hohem [A]) nimmt die StoRabregung relativ zur Produktbildung zu und Reaktion
I11 ist Geschwindigkeits-bestimmend. Bei kleinen Driicken ist es die Reaktion |.

Fur die Berechnung der Produktbildungsrate als Funktion von [A] benutzen wir die Quasi-Stationaritét der

Stol3-angeregten Spezies A*:

@ ~0~k,[A] -k, [A][A*]-k, [A%]
a. KJ[AT
= WA

Mit der Teil-Gleichung 11l aus Glg. 1.52 ergibt sich:

Glg. 1.54
d[P Kk, [AT
L S B LT T
o + K, [A]
mitk = —oKa
k, /[A]+k,"
Fur hohen Druck (ko/[A] << ka) ergibt sich
Glg. 1.55
d[p
A kg

Die Reaktion ist dann von erster Ordnung in [A]. Fur kleinen Druck
(ko/[A] >> ka) ergibt sich eine Reaktion zweiter Ordnung:

Glg. 1.56

Um die Verhaltnisse im gesamten Druckbereich tbersichtlich dar-
zustellen, wahlt man gerne eine linearisierte Auftragung. Dazu stellt
man Glg. 1.54 um gemal

Glg. 1.53

o)

(10°s ")k

00 0.5 1 1.5 2
(10~ mol/L) / [A]
Abb. 1.15
Die Druckabhéngigkeit der unimoleku-
laren Isomerisierung von trans-
CHD=CHD zeigt deutliche Abwei-
chungen von der durch Glg. 1.57 auf-
grund des Lindemann-Hinshelwood-
Mechanismus vorhergesagten Gerade
Adaptiert aus Aktins: Physikalische
Chemie
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Glg. 1.57

und tragt 1/k gegen 1/[A] auf. Eine solche Darstellung ist in Abb. 1.15 gezeigt. Charakteristischerweise
weicht das Lindemann-Hinshelwood-Gesetz bei hohen Driicken vom Experiment ab. Die Hintergriinde die-
ser Abweichung fihren den Namen RRKM-Theorie. Man kann einen Teil des Arguments in Prosa darstellen.

Es ist zu unterscheiden zwischen einem ,,Stol3-angeregten™ Zustand (*) und einem ,,aktivierten” Zu-
stand (*). Im aktivierten Zustand ist diejenige Bindung, deren Bruch zur Produkt-Bildung fiihrt, soweit
Schwingungs-angeregt, dass der Bruch eintritt. Auch dann, wenn die StoRenergie E die betreffende kriti-
sche Energie E* (ibersteigt, mag es nicht zur Reaktion kommen, weil die StoRenergie auf viele Freiheits-
grade des Molekiils verteilt ist.

An dieser Stelle kommt ein zentrales Ergebnis aus der Molekilphysik zum Tragen. Die Bewegung
der Atome im Molekil besteht mitnichten aus stetig-fortgesetzten Schwingungen, wie man dies ausgehend
von der IR-Spektroskopie vermuten mdchte. Insbesondere bei hoher Anregung ist die Bewegung vielmehr
chaotisch. Das liegt daran, dass die Potentiale eben nicht parabolisch sind (Stichwort: Morse-Potential).
Die Nichtlinearitaten fuhren zu chaotischer Bewegung. Auf makroskopischer Ebene kann man sich dies
anhand des Doppelpendels (de.wikipedia.org/wiki/Doppelpendel, insbesondere die Animation dort) verge-
genwartigen. Wegen der chaotischen Bewegung wird die StoRenergie in etwa gleichméRig auf alle Bewe-
gungs-Freiheitsgrade verteilt. Man sagt auch, die StolRenergie werde ,,thermalisiert. Dies geschicht
schnell (im Laufe einiger Pikosekunden).

Soweit kann man den Hintergrund der RRKM-Theorie verstehen. Der letzte Schritt in dieser Theorie
ist leider nicht einfach erklart. Der Weg vom ,,StoB-angeregten Zustand* (*) zum ,,aktivierten Zustand* (*)
wird bei hohen Driicken (hdufigen Stéen) schneller durchlaufen wird als bei tiefen Driicken. Die Einzel-
heiten dieses Arguments sind recht kompliziert. Es sei aber betont, dass diese Theorie erstens durchaus
guantitativ erfolgreich ist, und dass sie zweitens universell ist. Sie gilt flir viele verschiedene Molekiile.
Das unterscheidet sie von Molekulardynamik-Simulationen, die man fiir jede Reaktion neu durchfiihren
musste.
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1.12  Kettenreaktionen

1.12.1 Allgemeines, Rice-Hertzfeld-Mechanismus

Kettenreaktionen erklart man am besten anhand eines Beispiels. Wir wéhlen die Pyrolyse von Acetal-
dehyd:

Glg. 1.58
d{CH
CH,CHO(g)——CH, (g9)+CO(9), [CH.] k[CH,CHO]™
Start: CH,CHO — -CH, +eCHO v =k, [CH,CHO]
Wachstum: CH,CHO + e¢CH, — CH, + CH,CO e v =k, [CH,CHO][¢CH, ]
Wachstum: CH,COe — CH,e +CO v =k, [CH,CO®]
Abbruch: eCH, +eCH, — C,H, v =k, [*CH,]’

Abb. 1.17 stellt diese Reaktionsfolge diagrammatisch dar. Das ,,Kettenwachstum® darf man sich als einen
im Kreis laufenden Prozess vorstellen. Solche im Kreis laufenden Prozesse findet man auch oft bei der Ka-
talyse. Bei katalytischen Prozessen verbleibt jedoch der

Katalysator im Kreis. Bei Kettenreaktionen werden die CH.CHO
Kettentrager stets neu gebildet und abgebaut. Die Anzahl l \
der Kettentrager kann auch im Rahmen einer ,,Kettenver- «CHO
zweigung exponentiell zunehmen (siche Glg. 1.60). Die .
Bezeichnung ,,Kettenwachstum® ist von Polymerisations- co > CH.CHO
Reaktionen entlehnt, soweit diese als Kettenreaktion (zu oCH.CO
unterscheiden von der ,,Stufenreaktion®) ablaufen. Bei die- +CH,
sen Reaktionen wird mit jedem Durchgang durch den Kreis l
der Polymerstrang um ein Segment verlangert. Abb. 1.16
Glg. 1.58 fiihrt den Namen ,,Rice-Hertzfeld-Mechanis- | Der Zerfall von Acetaldehyd zu CHs und CO gemaR
. . . dem Rice-Hertzfeld-Mechanismus (vereinfacht).
mus®. Die Gesamt-Reaktion ist von der Ordnung 3/2 im

Edukt. Das sieht man ein, wenn man von der Quasi-Statio-
naritat Gebrauch macht (Abschnitt 1.10):

Glg. 1.59
d|eCH
| % ~ 0~ k, [CH,CHO] ~k, [CH,CHO][«CH, ] + k. [CH,CO ] ~k, [+CH, |
H
I W ~ 0~ k, [CH,CHO][+CH, ]k, [CH,CO o]

) kY2
I+11 k,[CH,CHO]—k, [sCH,]' ~0 = [-CHs]:[k—a] [CH,CHO]?

dcH,]
dt

d

k % 3
— k, [CH,CHO][+CH, ] =k, (k—j [CH,CHO]™

Wie man aus Glg. 1.58 ersieht, fuhrt die Abbruch-Reaktion zu einem Nebenprodukt (C2Hg). Es gibt wei-
tere Nebenprodukte (Aceton, Propanol), weil die Liste der Reaktionen oben nicht ganz vollstandig ist.
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1.12.2 Explosionen

Wir betrachten nun eine Kettenreaktion mit Verzweigung, die Knallgas-Reaktion:

2H,(9) +0,(9) » 2H,0 (9)

Start: H,+0, —» 2 «OH
Wachstum: H, + «OH —» e¢H+H,0O
O,+ eH — eQOe + ¢OH Verzweigung
eOe +H, > eOH+ oH Verzweigung
Abbruch: eH+Wand —» 1/2H,

eH+0,+M — HO,+M Dreierstof}

Achtung: O, wurde nicht als Di-Radikal gezeichnet (was es
natlrlich grundséatzlich ist), weil O, relativ stabil ist und in
dieser Reaktion nicht Kettentrager ist. Die Einzelheiten der
Knallgas-Reaktion sind schlecht verstanden, weil es mit eH,
Qe und eOH drei Kettentrager gibt.

Wenn man bei einer festen Temperatur von etwa 440°C
den Druck erhoht, kommt es unterhalb von eines Drucks von
1 mbar nicht zur Explosion (Abb. 1.17). Dies liegt daran,
dass die mittlere freie Weglange (Abschnitt 2.4) vergleichbar
mit den Gefalk-Dimensionen ist und dass deshalb eH an der
Wand desaktiviert wird. Dieser Mechanismus wird (wurde)
auch bei Grubenlampen zur Anwendung gebracht. Man
durchschreitet mit steigendem Druck eine ,,zweite Grenze*,
oberhalb derer es ebenfalls nicht zur Explosion kommt.
Oberhalb des betreffenden Drucks fulhren Dreierst6Re einen
Abbruch der Reaktion herbei. Oberhalb einer dritten Grenze
kommt es zur ,,thermischen Explosion“. Weil die Knallgas-

Glg. 1.60

10 5
1 rrrrr
s V0 L ]
a
a 0.1 i
0,01 : ( ; 7
,G;% ,,,,,,,, 7 ,,,,,,,, (5
400 440 480 520 560 600
t/°C
Abb. 1.17

Die Druckabhéngigkeit der kritischen Tempe-
ratur fur die Knallgas-Reaktion.
www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC2/Kap_II/Ex-
plosionen.htm

Reaktion exotherm ist, kann es zu einer thermischen Instabilitdat kommen (grundsétzlich bekannt fiir alle

exothermen Reaktionen).

Diese Mechanismen spielen bei vielen anderen Verbrennungen (auch im Motor) eine Rolle. Ein Weg

der Brandbekampfung beruht darauf, Radikale abzufangen.?®

% Das geht besonders gut mit fluorierten Chor-Kohlenwasserstoffen, verwendet in den Halon-Léschern. Man muss hier zwischen
zwei Ubeln wéhlen: Einer Schadigung der Ozonschicht und einem schlecht bekdmpften Brand.
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1.13 Katalyse

Ein Katalysator nimmt an einer Reaktion teil, ohne verbraucht oder vermehrt zu werden. Oft be-
schleunigt ein Katalysator die betreffende Reaktion. Man sagt auch, der Katalysator senke die Aktivie-
rungsenergie. Praziser ausgedriickt, eroffnet ein Katalysator in der Regel neue Reaktionspfade, welche
eine geringere Aktivierungsenergie haben als die unkatalysierte Reaktion.

Nicht jede katalytische Wirkung ist erwiinscht. Der Séure-katalysierte Zerfall eines Laborkittels zu
CO>, Wasser und ein paar Reststoffen gilt gemeinhin als unerwiinscht.

Ein Katalysator kann niemals ein Reaktionsgleichgewicht verschieben. Er kann nur das Erreichen des
Gleichgewichts beschleunigen.

Die Suche nach Katalysatoren ist hach wie vor Ubergreifendes Thema in der chemischen Forschung.
Leistungsmerkmale sind:
— die Effizienz (s. dazu auch Abschnitt 1.13.5)
— die Spezifizitat, mit der bestimmte Produkte erzeugt werden und Nebenprodukte vermieden werden
— die Kosten (viele Katalysatoren enthalten Edelmetalle wie Platin oder Palladium)
— die Regenerierbarkeit (Abtrennbarkeit vom Produkt)
— die Zyklenzahl
— die Toxizitat

Man unterscheidet grob die homogene Katalyse, die heterogene Katalyse und die Biokatalyse.
1.13.1 Homogene Katalyse

Bei der homogenen Katalyse befindet sich der Katalysator (oft ein Molekiil) in derselben Phase wie
Edukte und Produkte. Homogene Katalysatoren verbleiben entweder im Produkt oder miissen abgetrennt
werden. Weil es sich um einzelne Molekiile (zu unterscheiden von Oberflachen) handelt, lauft die Katalyse
recht wohldefiniert ab. Wir wéhlen im Folgenden die Séure/Base-Katalyse als Beispiel.

Weil der Protonentransfer fast immer schnell ins Gleichgewicht kommt, sind sowohl Sduren als auch
Basen oft gute Katalysatoren. Das hat natlrlich seine Schattenseiten. Viele metastabile Stoffe werden in
Gegenwart von Saure instabil. In der belebten Welt haben wir es vor allem mit Substanzen zu tun, die bei

neutralem pH stabil sind. Es gibt R B R o

viele interessante Stoffe, die Uber- nu_:;:r"’ > RO == e <Som — n'—{i’ + O
= 2 Sl =

haupt nicht mit Wasser in Ber(h- Hooo OF OH OHr o H
1 2 3 4 5 B 7

rung kommen dirfen. Heute wer- Abb. 1.18

den solche Substanzen in Glove- Eine pH-katalysierte Ester-Verseifung. Man spricht vom Sy2-t Mechanismus
Boxen verarbeitet. In einer fernen (bimolekulare nukleophile Substitution mit tetraedrischer Zwischenstufe).

(?) Zukunft wird es vermutlich https://de.wikipedia.org/wiki/Verseifung

wasserfreie Laboratorien geben,
die von Robotern betrieben werden.

Abb. 1.18 beschreibt die Ester-Verseifung (siehe auch Abschnitt 1.5.2). Dies ist einer der Falle, in de-
nen es klare Hypothesen zu den molekularen Mechanismen auch in einem Losungsmittel gibt. Man spricht
vom Sn2-t Mechanismus.
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Die ,,Sol-Gel-Chemie* ist wird durch den pH katalysiert.
en.wikipedia.org/wiki/Sol-gel_process

Sdure- bzw. Base-katalysiert ist auch der Zerfall der Si-O-C Bindung (Abb. 1.19). Diese Bindung
spielt eine grofRe Rolle in der sogenannten Sol-Gel-Chemie. Man startet mit l16slichen Alkoxy-Silanen. In
Gegenwart von Saure oder Base zerféllt zunéchst die Si-O-C Bindung und es bildet sich SiOH. Nachfol-
gend rekondensieren diese Gruppen zu Si-O-Si. Die letztere Bindung ist stabil. Die basische Route fiihrt
zu kompakten Partikeln (,,Stober-Partikel). Die saure Route fiihrt zu offenen Netzwerken (u.U. ,,Xero-
gele®). Das Sol-Gel-Verfahren funktioniert in gewissen Grenzen auch mit anderen Oxiden (TiO., ZrO,,
...). Bisweilen werden die Materialien bei hohen Temperaturen nachverdichtet (calciniert). Bei hohen
Temperaturen verlassen die organischen Reste das Material und das Oxid versintert.

Ein drittes Beispiel fur eine Sdure-katalysierte Reaktion ist die ,,chemical amplification* in den Photo-
lacken der Halbleiter-Industrie (Abschnitt 1.14).

1.13.2 Heterogene Katalyse

Etwa 90% der technischen Katalyse-Prozesse laufen heterogen ab. Der Katalysator befindet sich in
einer anderen Phase als Edukt und Produkt. Oft ist der Katalysator auf einem Festkdrper immobilisiert.

Ein wichtiges Beispiel flr heterogene Katalyse sind die Ziegler-Natta-Katalysatoren in der Polymeri-
sation, die in Abschnitt 1.13.3 besprochen werden. Heterogen katalysiert ist auch die Oxidation von CO zu
CO; im Abgas-Katalysator. Diese Reaktion ist — zumindest an Modell-Katalysatoren — auf atomarer Ebene
verstanden. Das ist fur die meisten anderen heterogenen Katalyse-Prozesse eher nicht der Fall. Die For-
schung an heterogenen Katalysatoren hat starke empirische Komponenten. Eine weitere wichtige hetero-
gen katalysierte Reaktion ist die Ammoniak-Synthese nach Haber und Bosch (Abb. 1.20).

Fur Modell-Systeme im Ultrahoch-Vakuum hat man ein molekulares Verstandnis der heterogener Ka-
talyse an Einkristall-Oberfl&chen erzielt. Dieses Feld wurde 2007 mit dem Chemie-Nobelpreis an Ertl be-
dacht. Bei aller Anerkennung: Die technischen Katalyse-Vorgénge laufen nicht im Ultrahoch-Vakuum ab
und die Katalysatoren sind in der Regel keine Einkristall-Oberfléchen. Man spricht vom ,,pressure gap‘
und vom ,,materials gap*.
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Elementarschritte des Haber-Bosch-Prozesses

N + 3H

WH + 2H

| NH, + H

AH=46 k|/ma

| | L
Moo+ 3H, 2H

3.H,

de.wikipedia.org/wiki/Haber-Bosch-Verfahren, dort weitere Einzelheiten zur Erklarung

1.13.3 Katalysatoren in der Synthese von Polyolefinen

Polyolefine im Kontext der Katalysatoren sind ein besonders dankbares Thema. Polyolefine sind Po-
lymere, die nur die Atome C und H enthalten, und die weiterhin nur Einfachbindungen enthalten. Bekann-

teste Vertreter sind Polyethylen (PE) und
Polypropylen (PP). Etwas mehr als die
Halfte der weltweit hergestellten Polymere
(350 Mio t/Jahr insgesamt) sind Polyole-
fine. Polyolefine stehen auch im Zentrum
der Krise des Plastiks auf den Weltmeeren.
Polyolefine sind extrem reaktionstrage. PE
wird auf den Weltmeeren erst im Laufe von
mehr als 100 Jahren abgebaut.

Etwa 90 % der Polyolefin-Synthesen
laufen heterogen mit sogenannten Ziegler-
Natta-Katalysatoren (Abb. 1.21) ab.?® Der
Mechanismus fiihrt den Namen ,,koordina-

tive Insertionspolymerisation* (Abb. 1.22).

Die verschiedenen Ziegler-Natta-Kata-
lysatoren unterscheiden sich nicht nur in der
Effizienz. Weitere wichtige Parameter sind
die Kettenldnge und ihre Verteilung, der
Verzweigungsgrad und (bei Polypropylen)

IR

Monomer bonds to catalyst
surface (specific arientation). It

then joins onto beginning of
\ﬁ polymer chain.
Catalyst

Surface >

S

AN

W "ﬁ
Monamers

Growing polymer chain
Abb. 1.21

Zur Synthese von Polyolefinen mit Ziegler-Natta-Katalysatoren
www.4college.co.uk/as/poly/Zieglercat.php

H H-CHR H~cHR
o GHR - |

CHa M-==CHg M—CH;
Abb. 1.22

Zur Insertionspolymerisation
www.wikiwand.com/en/Migratory_insertion

26 Es gibt auch einen radikalischen Mechanismus, der bei hohen Driicken zur Anwendung kommt. Hierbei handelt es sich um eine

Kettenreaktion, nicht um eine katalysierte Reaktion.
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die Taktizitéat der erzeugten Polymerketten. Die
CHs-Seitengruppe kann an zwei verschiedenen
Stellen eingebaut werden. Ja nach, wie regelma-
Rig die rechte oder die linke Position eingenom-
men wird, kristallisiert das Polymer mehr oder
weniger gut. Kristallinitdt im Zusammenspiel
mit Verzweigung hat einen groRen Einfluss auf
die mechanischen Eigenschaften. Kristalline
Domanen konnen als physikalische Vernetzungs-
punkte fungieren.

Bei den Ziegler-Natta-Katalysatoren hat
man es — wie bei allen heterogenen Katalysato-
ren —mit einer Vielzahl von verschiedenen Re-
aktionszentren mit verschiedener Wirkung zu
tun. In dieser Beziehung sind homogene Kataly- | »p\) 1 93
satoren giinstiger. Die letzteren sind ,,single- Zur Metallocen-Katalyse
site“-Katalysatoren. Man hat sich lange mit den pslc.ws/macrog/mcene.htm

Alternativen zu den Ziegler-Natta-Katalysatoren
schwer getan. In den 80-er Jahren kam mit den Metallocen-Katalysatoren der Durchbruch. Durch eine ge-
naue Kontrolle von Taktizitat und Verzweigung kann man die Eigenschaften von Polyolefinen in weiten
Grenzen einstellen und so neuartige Anwendungen erschliefen. ,,Polyolefin-Forschung™ ist in weiten Tei-
len Forschung an den betreffenden Katalysatoren. Derzeit erfolgt bei einigen Prozent der Gesamtmenge an
Polyolefinen die Katalyse uber Metallocen-Katalysatoren.

Auch fir die langsame Abbaubarkeit von Polyethylen (auf den Weltmeeren) gibt es eine Ldsung — zu-
mindest grundsatzlich. Es muss von Zeit zu Zeit eine Doppelbindung in die Hauptkette eingefligt werden.
Diese ist instabil gegeniiber Photooxidation.

1.13.4 Das Ozon-Loch

Der Chlor-katalysierte Abbau von Ozon in der Hochatmosphare ist ein instruktives Beispiel fiir das
Wechselspiel zwischen Katalyse, Transport, Adsorption und Photochemie. Am Anfang der Forschung
stand die Beobachtung von Molina und Rowland aus dem Jahr 1974, dass atomares Chlor den Abbau von
Os katalysiert geman

Glg. 1.61
Cle+0, — ClO*+ 0,

ClIO*+0, »> ClI*+20,

Ein Chlor-Atom kann bis zu 100 000 Ozon-Molekiile abbauen. Chlor-Atome entstehen in der
Hochatmosphére durch UV-induzierte Spaltung anderer Molekule. Hier besteht ein Unterschied zwischen
der Atmosphéaren-Chemie und der Chemie an der Erdoberflache. Ein Problem mit den Fluor-Chlor-Koh-
lenwasserstoffen (FCKWs) ist, dass sie am Boden so enorm besténdig sind. Deshalb gelangen sie schlief-
lich und endlich in die Hochatmosphére, wo sie durch UV-Licht gespalten werden.

Der oben beschriebene Mechanismus per se fihrt aber nicht zum Abbau der Ozon-Schicht, zumindest
nicht in dem AusmaR, welches spater beobachtet wurde. Frithe Warnungen (auch durch den spateren US-
Vizeprasidenten, Al Gore), die auf Glg. 1.61 basierten, erwiesen sich — zundchst — als unbegriindet. Es gibt
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eine Komplikation. In der Hochatmosphare befinden auch Stickoxide. Stickoxide katalysieren zunachst
ebenfalls den Ozon-Abbau. Sie entziehen aber auch der Hochatmosphare ClOe liber den Mechanismus

Glg. 1.62

ClOs +NO,* — CIONO, ’
Damit greifen sie in die Reak-
tionskette aus Glg. 1.61 ein.
CIONO; gilt in diesem Zu- uv-8 <J ' .u
sammenhang als ,,Reservoir- ik il ;2\' 2 (¢y) ‘o0
Spezies“. Stickoxide konnten 5 4 4
z.B. den Triebwerken von a s).’g ’ aa 2 (C® + 3
Flugzeuge entstammen. Flug- vy o +'3 Oxygen
verkehr stabilisiert so die Hydrochloric acid G e
Ozon-Schicht. B 1 Nitri acid Tg 900

Ozone  OXygen

oo.vg

Polar stratospheric clouds

Dennoch bildete sich in
den 80-er Jahren das Ozon-
Loch, wenn auch nur Uber der
Antarktis. Der Mechanismus
hat viele Stufen. In der Polar-
nacht sinkt die Temperatur
Uber der Antarktis zu
etwa —80°C. Es bilden sich die polaren Stratosphérenwolken (polar stratospheric clouds, PSCs). Diese be-
stehen zu einem erheblichen Teil aus Salpetersaure. Sowohl die Stickoxide, als auch das Chor kondensie-
ren in der einen oder anderen Weise auf diesen kleinen Festkorpern aus. Die Details der Chemie sind kom-
pliziert. Fiir den Fall der Stickoxide spricht man von ,,denoxification®.

Abb. 1.24

Die Mechanismen, die in der Hochatmosphére tber der Antarktis das Ozon-
Loch entstehen lassen.

http://www.theozonehole.com/twentyyear.htm

Das Problem entsteht im Polar-Frihling: Dann verdampft zunéchst das Chlor, die Stickoxide ver-
dampfen spater. Fir eine gewisse Zeit lauft die Reaktion aus Glg. 1.61 ungestort von der Reaktion aus Glg.
1.62 (und verwandten Reaktionen) ab. Dann wird Ozon abgebaut. Der Mechanismus ist in Abb. 1.24
nochmals aufgearbeitet.

1.13.5 Biokatalysatoren, Enzyme

Biokatalysatoren entstammen zunachst — wie der Name sagt — der Biologie, zumindest was die Grund-
strukturen angeht. Meist sind auch die Edukte und Produkte biologischer Natur.?’

Biokatalysatoren haben dariiber hinaus weitere spezifische Eigenschaften:
— Sie sind meistens sattigbar (Michaelis-Menten-Kinetik, s.u.)
— Sie arbeiten aulerordentlich spezifisch, was die Erkennung der Edukte und die Erzeugung lediglich ei-
nes einzelnen Produkts angeht.
— Die spezifische Erkennung verlangt hinreichend grolie Molekdle als Substrate. Nur dann l&uft die spe-
zifische Erkennung hinreichend effizient ab. Bei manchen Prozessen gibt es ,, Trichter-Mechanismen®,
welche die Edukte die glnstige Konformation finden lassen.

27 Enzymatisch katalysierte Polymerisation ist eine Ausnahme.
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— Wechselwirkungen, welche die Erkennung férdern, basieren auf Ladungen, H-Briicken, sterischer Pas-
sung und der hydrophoben Wechselwirkung.

Biokatalysatoren in diesem Sinn sind vor allem die Enzyme, in gewissen Grenzen auch die Antikorper
und die RNA. Enzyme sind spezielle Proteine. Viele Enzyme enthalten auBRer den Aminosauren noch an-
dere reaktive Gruppen. Dies schliefit Metall-Atome ein.

Wir arbeiten im Folgenden zunéchst den Michaelis-Menten-Mechanismus auf, der zum Begriff der
Sattigung fuhrt. Sattigung wird grundsatzlich auch bei anderen Katalysatoren beobachtet, nicht nur bei En-
zymen.

Im Rahmen des Michaelis-Menten-Mechanismus wird die Reaktionsfolge beschrieben als

Glg. 1.63
E+S ——= ES—> P+E
E steht fiir Enzym, S fur Substrat (will sagen: Edukt), P fur das Produkt.
Quasi-Stationaritat des Enzym-Substrat-Komplexes (d[ES]/dt = 0) fiihrt zu
Glg. 1.64

es)- LB ES)ek

Im zweiten Schritt wurde die Michaelis-Konstante Ky eingefiihrt. Ky hat die Dimension einer Konzentra-
tion.

Die Konzentration des freien Enzyms [E] hangt mit der Gesamt-Konzentration des Enzyms [E]o zu-
sammen Uber

Glg. 1.65
[E]=[E], -[ES]
Bei Séttigung liegt fast kein freies Enzym mehr vor. Einsetzen in Glg. 1.64 fuhrt zu
Glg. 1.66
E| —[ES|)|S| [E][S S
KM KM KM
Wir 16sen auf nach [ES]:
Glg. 1.67

Ky (1+|[<S]) K +[s]

M

e [ELISL__[ELIS]
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Die Produkt-Bildungsrate ergibt sich als

Glg. 1.68
%; k, [ES] ::%: k[E,]
ok [S]
mltk:m

Diese Relation ist in Abb. 1.25 wiedergegeben. Die Produktbildungsrate geht in die Sattigung, wenn die
Substrat-Konzentration deutlich Gber der Michaelis-Konstanten liegt. Bei [S] = Kw entspricht der Umsatz
gerade der Halfte des maximalen Umsatzes.

Viele Pharmazeutika sind Inhibitoren fir Enzyme. Man unterscheidet zwischen kompetitiven (,,EI* in
Abb. 1.26 und nicht kompetitiven Inhibitoren (,,EIS“ in Abb. 1.26).
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Die Produkt-Bildungsrate geméaR Michaelis und Men-
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wikipedia.org/wiki/Michaelis-Menten-Theorie

Em km 151

Abb. 1.26

Kompetitive und nicht-kompetitive Inhibi-
toren der Enzym-Aktivitét
users.rcn.com/jkimball.ma.ultranet/Biolo-
gyPages/E/EnzymeKinetics.html

Die Funktion von Enzymen geht (iber die Senkung einer Aktivierungsenergie weit hinaus. Enzyme
haben oft mehrere Epitope. Dort anbindende Gruppen beeinflussen die Enzymaktivitat anderen Epitopen.?
Die Enzym-Aktivitdt kann so von anderen Molekiilen geregelt werden. Es entsteht Komplexitat. Weiterhin
kénnen Enzyme Reaktionen mit positivem AG® an Reaktionen mit negativem AG® koppeln, so dass die
ersteren spontan ablaufen. (Abb. 1.27 und Abb. 1.28).

28 Achtung: Dieses Argument findet nicht Anwendung auf die kompetitiven und nicht-kompetitiven Inhibitoren aus Abb. 1.26. In
diesem Fall erfolgt die Bindung an ein und dasselbe Epitop.
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Abb. 1.27 Abb. 1.28
Enzyme koppeln Reaktionen mit positivem G© an Reaktionen Ein Beispiel fur die Kopplung von Reaktionen mit po-
mit negativem G®© und lassen sie auf diesem Weg spontan sitivem und negativem G© ist die Aminierung von
ablaufen (rechts unten). Die Funktion geht also tiber ein Glutaminsaure. ' ) _
Senken der Aktivierungs-Energie hinaus (rechts oben). Adaptiert aus'AIberts, B.; et al., Essential Cell Biology.
Das Bild links adaptiert aus Alberts, et al., P., Essential Cell W.W. Norton: 2018.
Biology. W.W. Norton: 2018.

1.14 Photochemie

Ein stetes Bestreben ist es, durch physikalische MalRnahmen zusétzliche Kontrolle tiber chemische Re-
aktionen zu gewinnen. Bevor wir uns dem Licht zuwenden, ein kurzer Blick auf andere physikalische Ein-
flussgroRen:

— Druck und Temperatur haben Einfluss auf Gleichgewichte und Kinetik. Dies soll hier als bereits abge-
handelt gelten.

— Ultraschall beeinflusst chemische Reaktionen vor allem tiber hohe Temperaturen wéhrend der Kavita-
tion. Ultraschall kann eine Reaktion physikalisch unterstiitzen durch Desaggregation von Partikeln,
Zerteilung von Tropfen und durch die Reinigung von Oberflachen.

— Magnetfelder bleiben ganz weitgehend ohne Auswirkung.?

— Mikrowellen sorgen vor allem fir eine schnelle und homogene Erwarmung. Ein direkter Effekt (ohne
den Umweg Uber die Warme) ist grundsétzlich ebenfalls moglich, wird aber vielfach bezweifelt.

— lonisierende Strahlung und insbesondere Elektronenstrahlen schadigen vielfach Molekile. In
Polymerlacken erzeugen sie Radikale, die nachfolgend eine Vernetzung hervorrufen kénnen.

29 Man hat intensiv nach einer Reaktion gesucht, bei der ein Magnetfeld ein bevorzugte Chiralitat (rechts- oder linkshandig) in ei-
nem Produkt aus Molekiilen ohne Spiegelsymmetrie hervorrufen wiirde. Diese Suche ist erfolglos geblieben.
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— Auf monochromatische IR-Strahlung
wurde zeitweise groRe Hoffnungen
gesetzt, weil man glaubte, bestimmte
Bindungen durch IR-Strahlung mit S11
der Frequenz der betreffenden
Schwingung gezielt und selektiv bre-
chen zu kdnnen. Dies scheitert an
zwei Sachverhalten. Zum einen sinkt
die Schwingungsfrequenz bei hoher
Anregung (Zusammenriicken der
Terme im Morse-Potential). Der IR-
Laser ist dann gegentber der Schwin-
gung verstimmt. Zum zweiten ver-
teilt sich die Schwingungsenergie so
sehr schnell auf alle Bewegungsfrei-

1Y

_ PIEIHES Abb. 1.29
heitsgrade des Molekdls. Sie wird Photochemie nimmt meistens ihren Ausgang von einem Triplett-Zustand.
thermalisiert (s. Abschnitt 1.11). Da- | www.monos.leidenuniv.nl/smo/index.html?basics/photophysics.htm

mit geht die Selektivitét verloren.

,Photochemie* meint im Folgenden chemische Prozesse, die von UV-vis Strahlung ausgeldst werden.
Diese Strahlung ruft eine elektronische Anregung hervor. Aus dem elektronisch angeregten Zustand heraus
kommt es zu Reaktionen.

Photochemie kann verschiedene Funktionen haben:
— Photographie (weitgehend abgeldst durch digitale Photographie)
— Bestimmte chemische Reaktionen die — so ist es nun mal — nur mit Licht ablaufen
— Energie-Gewinnung (Photosynthese)
— Signal-Transduktion (Sehprozess)
— Erzeugung Kleiner Strukturen (Photolithographie)

Hervorzuheben ist an dieser Stelle, dass die Photochemie fast immer als Zwischenstufe einen Triplett-
Zustand hat (Abb. 1.29). Dieser ist aufgrund der Auswahlregel AS = 0 langlebig. Neben der Phosphores-
zenz sind eben auch chemische Reaktionen mdglich.

Der priméare optische Ubergang in Abb. 1.29 erfordert in der Regel eine deutlich héhere Energie des
primaren Photons, als es dem Ubergang von den vibronischen Grundzusténden der elektronischen Zustande
So und S; entsprache. Das liegt daran, dass die Anregung (aufgrund des sogenannten ,,Frank-Condon-
Prinzips*) oft in einen vibronisch angeregten Zustand hinein erfolgt, welcher energetisch hoch liegt. Dieser
Pfad lasst sich durch den Einsatz von Sensibilisatoren umgehen. Diese haben eine Anregungs-Energie, die
ein wenig hoher liegt als der Energie-Unterschied der betreffenden vibronischen Grundzusténde. Die
Energie wird nach der optischen Anregung des Sensibilisators auf das Zielmolekil Gbertragen.

Wir behandeln als eine Anwendung die Photolithographie. Das Prinzip ist in Abb. 1.30 wiedergege-
ben. Die dominierende Anwendung der Photolithographie ist die Halbleiter-Technik. In diesem Kontext
ist es erstaunlich, dass die minimale Strukturbreite der aktuellen Chips bei etwa 14 nm liegt, obwohl die
Wellenlange des Lichts- und die Auflésung optischer Mikroskope und optischer Projektionsapparate bei
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etwa einer halben Wellenlange liegt.* Eine erste Antwort der Industrie auf diese Herausforderung sind
kurze Wellenlangen. Vielfach verwendet wird der ArF-Laser (A = 197nm). Auch der Fo-Laser (A = 157
nm) kommt zum Einsatz. Beachten Sie: Diese Wellenlangen liegen im fernen UV: Dort tut man sich aus-
gesprochen schwer, transparente Materialien fir Linsen zu finden. Eine zweite Antwort ist, dass man das
Beugungslimit unterlaufen kann, wenn man eine Kontaktbelichtung durchfiihrt. Dann liegt der Photolack
im sogenannten Nahfeld, wo die Beugungsgrenze nicht gilt. Ein weiterer Mechanismus ist die Mehrfach-
Belichtung im Zusammenspiel mit einem Schwellenverhalten der Farbstoffe (Abb. 1.31). Wenn ein pho-
toresist bei einer ganz bestimmten Dosis durchentwickelt wird, bei einer etwas kleineren Dosis aber nicht,
kann die Scharfe der Kante unterhalb der Wellenléange liegen. Mit Mehrfachbelichtung kann man dann
Stege erzeugen, deren Breite 2 — 3 Kantenunscharfen entspricht. Diese Stege sind dann immer noch we-
sentlich schmaler als A/2.

Weil die Beleuchtungsapparate teuer sind (die Kleinheit der Strukturen erfordert hohe Prézision) und
weil ein hoher Durchsatz benétigt wird, kommt ein katalytischer Prozess zum Einsatz. ! (UV-Photonen
gelten in diesem Kontext als teuer.) Das Photon erzeugt aus einem photo acid generator (PAG) eine Séure,
die nachfolgend Bindungen bricht. Dies gelingt mit Polymeren, die unter Saure-Einwirkung Seitengruppen
abgeben und danach im Entwickler 16slich sind. Es handelt sich um ,,Positiv-Lacke®, die nach Belichtung
l6slich sind. Dabei ist wichtig, dass jede Spaltung eines PAG-Molekiils eine wohldefinierte Anzahl von
Nachfolgereaktionen hat. Ansonsten wirde die quantitative Kontrolle des Prozesses (wichtig im Kontext
des Schwellenverhaltens, Abb. 1.31) verloren gehen.

Intensitat
Belackung Balichiung Entwicklung

= ;

bei einer Schwelle

von 60%
@ Alzen @ Resiststripping

Abb. 1.31
Auch wenn das Strahlprofil auf der Skala

der halben Wellenl&nge variiert, kann eine
* Lackschicht nach Entwicklung eine Kanten-
schérfe besser als A/2 haben.

Abb. 1.30
Zur Photolithographie
de.wikipedia.org/wiki/Fotolithografie_(Halbleitertechnik)

1.15 Bildung von zeitlichen (und raumzeitlichen) Strukturen in chemischen Reaktionen

Hinreichend komplexe Reaktionsgleichungen kdnnen zu ,,chemischen Uhren® fithren. Wir behandeln
das R&uber-Beute-Problem (auch: ,,Lottka-Volterra-Problem®). Die ,,Beute* vermehrt sich mit einer Rate
€1, wird aber gleichzeitig dezimiert proportional zu einer Konstante y1 und der Anzahldichte der Rauber.

%0 Diese Aussage ist der Stand von etwa 2018. Derzeit setzen sich neue Belichtungsmaschinen durch, die bei einer Wellenlange
von 13 nm arbeiten. Man spricht von EUV-Lithographie (,,EUV* fiir extreme ultraviolett). Die Strukturbreiten liegen nun bei
wenigen Nanometern.

31 Auch die klassische Photographie auf Silber-Halogenid-Basis nutzt einen Verstarkungsprozess.
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Die Rauber werden in Abwesenheit der Beute (also ohne Nahrung) mit der Rate e, dezimiert, vermehren
sich aber proportional zur Anzahldichte der Beute und einem Koeffizienten y,. Die Lottka-Volterra-Glei-
chung lautet

Glg. 1.69
%zelNl_Y1NlN2’ d;\,l[z =—¢N, +7,N;N,
Das Produkt aus N1 und N bildet den nichtlinearen Term.
Hier ist der Code, welcher diese Gleichung (mit dem Euler-Verfahren) numerisch 16st.
import matplotlib.pyplot as plt
prey = 10; predator = 5
#Anfangsbedingungen
epsl = 0.9
#
Vermehrungsrage der Beute
gaml = 0.1
#
Rate, mit der die Beute gefressen wird
eps2 = 0.4
#
Sterberrate der Rauber, wenn ohne Beute
gam2 = 0.1
#
Vermehrungesrate Rauber, wenn mit Beute
time step = 0.0001; epochs = 30
prey Over Time = []; predator Over Time = []
for i in range (int (1 / time step) * epochs):
prey Over Time.append(prey)
predator Over Time.append(predator)
growth rate prey = epsl * prey - gaml * prey * predator
growth rate predator = - epsZ2 * predator + gam2 * predator * prey
prey += time step * growth rate prey
predator += time step * growth rate predator
plt.plot (prey Over Time, label = 'prey')
plt.plot (predator Over Time, label = 'predator');

plt.legend(); plt.show();

Abb. 1.32 zeigt das Ergebnis der Rechnung. Die Populationen pulsieren. Dass das so sein kénnte, ist
intuitiv plausibel. Es wechseln sich Phasen ab, in denen zunéchst die Beute gedeiht, weil die Rauber zuvor
verhungert sind, spater aber die Rauber gedeihen, weil viel Beute vorhanden ist (dann aber dezimiert wird,
usw.).

Das Lehrbuchbeispiel fir diesen Mechanismus ist die Anzahl der verkauften Felle von Schneeschuh-
hasen und kanadischem Luchs. Diese Zahlen wurden (ber viele Jahre aufgezeichnet und zeigen das cha-
rakteristische Muster. Man mdchte meinen, alles verstanden zu haben. Spéter zeigte sich aber, dass die
Hasen-Population weitgehend unverandert fort-oszillierte, als die Luchs-Population empfindlich gestort
wurde. Das Beispiel ist zwar auf den ersten Eindruck tberzeugend, aber der behauptete Mechanismus
kann — im Lichte der spateren Beobachtungen bei gestorter Luchs-Population — die Beobachtung nicht er-
klaren. Man ist heute der Meinung, dass ein verwandter Mechanismus auf die Hasen und hochwertige
Nahrung der Hasen zum Tragen kommt. Die Fuchs-Population eilt nur der Hasen-Population nach.
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Es sei am Rand die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion erwahnt. Diese ist mitnichten ein abstraktes Mo-
dell. Ein leidlich begabter Praktiker kann die Ingredienzien zusammenrihren und die Reaktion starten.
Die Reaktion ist in den Einzelheiten tbrigens auf3erordentlich kompliziert. Sie ist bis heute nicht vollstén-
dig verstanden. Es gibt eine Variante der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion, die zu raumzeitlichen Mustern

fihrt (Abb. 1.33).

- pey
175 predator

0 50000 100000 150000 200000 250000 30000(
Abb. 1.32

Losung der Lottka-Volterra-Gleichung zu den Pa-
rametern wie im Code angegeben.

Abb. 1.33

Belousov-Zhabotinsky-Reaktion in einer dinnen
Schicht, eine Wellenfront ist gelb markiert.
de.wikipedia.org/wiki/Belousov-Zhabotinsky-Reak-
tion
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2 Kinetische Gastheorie
2.1 Allgemeines

Kinetik ist in diesem Skript nicht nur Reaktionskinetik, sondern auch die Kinetik von anderen Prozes-
sen, z.B. des diffusiven Transports, Abschnitt 3, oder der Orientierungsrelaxation, Abschnitt 5. Transport-
kinetik ist Teil der Reaktionskinetik, wenn die letztere Transport-limitiert ist. Konkret war z.B. in Glg.
1.36 war von Stol3zahlen die Rede, die man aus der Dynamik der Gase herleiten kénne. Darauf kommen
wir nun zuriick. Die Stol3zahlen als EingangsgroRen in der Reaktionskinetik sind aber nicht der einzige
Grund, die kinetische Gastheorie in einer gewissen Tiefe zu behandeln. Weitere Themen sind
— die kinetische Gastheorie als Stiitze der Atomhypothese
— der Umgang mit einer Geschwindigkeits-Verteilung oder allgemeiner: der Umgang mit verteilten Gro-
Ren und gewichteten Mittelwerten
— der Irrflug oder allgemeiner: Zufallsprozesse.

Die kinetische Gastheorie ist eine klassische Theorie, die auf der Atomhypothese aufbaut, die aber da-
bei die Quantenmechanik nicht mit einschlieft. Ihr Erfolg galt seinerzeit als eine Stitze fir die Atomhypo-
these, die am Ende des 19. Jahrhunderts noch vielfach angezweifelt wurde. Im Rahmen der kinetischen
Gastheorie bewegen sich die Molekile die weitaus Uberwiegende Zeit wechselwirkungsfrei und geradlinig
durch den Raum. Diese Bewegung wird durch StoRe unterbrochen. Die Theorie der StoRvorgange ist
durchaus kompliziert, aber man kann fiir die Zwecke der kinetischen Gastheorie die Ergebnisse dieser
Theorie in einen einzigen Parameter kondensieren, den sogenannten ,,StoBquerschnitt™ . Der erste Teil
der Theorie — die Vorhersage des Druck aus Dichte und Temperatur — kommt sogar ohne eine Aussage
Uber den StolRquerschnitt aus. Die Partikel missen lediglich so hdufig stolRen, dass sie das thermodynami-
sche Gleichgewicht erreichen.

2.2 Herleitung des Drucks aus dem Gleichverteilungssatz

Weil das ideale Gas keine Wechselwirkungen kennt, gibt es nur eine kinetische Energie (keine poten-
tielle Energie). Wir beschrénken uns fir den Moment auf die Translation (keine Rotation, keine Schwin-
gungen). Wir fiihren den Gleichverteilungssatz ins Feld (bewiesen im Anhang in Abschnitt 6). Im Gleich-
gewicht ist die mittlere thermische Energie eines Molekiils <¢> gegeben als

Glg. 2.2.1

f ist hier die Anzahl der Freiheitsgrade. Ein Freiheitsgrad im Sinne des Gleichverteilungssatz ist ein quad-
ratischer Term in der Energie-Funktion. Oft hat die Energie-Funktion nur solche quadratischen Terme.
Wenn man nur die Translation beriicksichtigt, ist die Energie-Funktion gegeben als

<skin>:<1mv2>=<£mv§>+<£mv§>+<£mv5>
2 2 2 2
2 2 2
2 m 2 m 2 m

Glg. 2.2.2
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Es gibt also 3 Freiheitsgrade und die mittlere (kinetische) Energie ist gegeben als
Glg. 2.2.3
3
<5kin > = > KeT

Man betrachte: Die mittlere kinetische Energie ist unabhangig von der Masse des Molekiils. Die GroRe
<v?> hangt aber von der Masse ab. <gin> ist universell, <v> ist es nicht.

Wir berechnen im Folgenden aus dem Gleichverteilungssatz und einigen recht elementaren Annahmen
den Druck des idealen Gases. Wir miissen im Folgenden zundchst alle Partikel mit einem bestimmten fes-
ten vy separat betrachten. Spater mitteln wir Uber vx. Immer, wenn ein Teilchen die Wand stof3t, wird es
reflektiert. (Genau genommen ist dies eine Annahme. Es kdnnte komplizierter sein.) Bei der Reflektion
kommt es zu einem Impulsiibertrag an die Wand von 2px = 2mvy (wobei x die Raumkoordinate senkrecht
zur Wand ist). Die Kraft auf die Wand ist gleich dem mittleren Impulsiibertrag pro Zeitintervall dt. Sei die
Anzahldichte N/V. Wahrend der Zeit dt schlagen alle diejenigen Teilchen auf die Wand auf, die sich zu
Beginn des Zeit-Intervalls in einem Abstand von hdchstens vidt von der Wand befanden, und die sich auf
die Wand zubewegen. Die letztere Bedingung zieht einen Faktor 1/2 nach sich. Es gilt

Glg.2.2.4
dN
coll (Vx) ZEAVX E
dt 2 Vv
A ist die Flache. Die Kraft auf die Flache ist gegeben als
Glg. 2.2.5

dN,, (V
F(v,)=2my, —=- () _,1 amvz N
dt 2 V
Erst jetzt mitteln wir Uber alle Geschwindigkeiten. Erst jetzt zu mitteln, ist wichtig, weil Uber v, gemittelt
wird, nicht Gber vy.32 Es gilt

Glg. 2.2.6
o = AM(V2)

Weil die kinetische Energie sich isotrop auf alle drei Raumrichtungen verteilt, gilt

Glg. 2.2.7
<mv§> = %(<mv§>+ <mv§> + <mv§ >) = §<8kin> =kgT

32 Bedenken Sie: Es ist im Allgemeinen <v,2> groRer als <vx>2. Man mittelt Giber alle Teilchen. Die schnellen Teilchen stoRen
haufiger mit der Wand und sie stof3en gleichzeitig auch heftiger mit der Wand. Deshalb l&uft die Mittelung Uber alle Teilchen
auf eine Mittelung Uber v@ hinaus (p oc <vi®> nicht <vx>?).
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Fur den Mittelwert von v sagt der Gleichverteilungssatz voraus, dass

Glg. 2.2.8
)=t
m
Der Druck p ist®

Glg. 2.2.9

Fo N

=l T

P="A 7%y

Mit N = nNa (Na die Avogadro-Konstanten und n die Stoffmenge) und R = Naks (R die Gaskonstante) folgt
das ideale Gasgesetz.

Dass die kinetische Gastheorie das ideale Gasgesetz reproduziert, ist ihr wichtigster Erfolg. Es werden
weiterhin die StoRzahl mit der Wand, die Zahl der StoRe zwischen Gas-Molekiilen, die Diffusivitat, die
Warmleitfahigkeit und die Viskositat vorhergesagt.

Fir die Berechnung der StoRRzahl (benétigt in Glg. 1.36) wird man sich nicht — so wie bei der Berech-
nung des Drucks — bei der Berechnung von Mittelwerten auf (nur) den Gleichverteilungssatz zurtickziehen
kénnen. Man muss zunachst die Geschwindigkeitsverteilung kennen und dann die korrekt gewichtete mitt-
lere Geschwindigkeit <v> errechnen. (Nur fiir <v2> erlaubt uns der Verteilungssatz, diese Miihen zu umge-
hen, nicht fur <v>.) Zu dieser Geschwindigkeitsverteilung kommen wir jetzt.

2.3 Die Maxwell-Verteilung

Wenn ein Molekiil verschiedene Energie-Zusténde i einnehmen kann, ist gemal der Boltzmann-Ver-
teilung die Besetzungswahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustande pi gegeben als

Glg. 2.3.1

Der Term Z im Nenner ist eine Normierungskonstante (auch: ,,Zustandssumme*). Z bewirkt, dass die
Summe aller Wahrscheinlichkeiten den Wert eins ergibt.

Oft sind die Zusténde so zahlreich und liegen so dicht, dass man von der Summe zum Integral tber-
geht. Dabei muss man beriicksichtigen, dass die Anzahldichte der Zustdnde pro Energie-Intervall variieren
kann. Wir nennen diese Anzahldichte der Zustdnde g(g). Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Inter-
vall [, e+dg] vorzufinden, ist dann p(g)de. p(e) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte (zu unterscheiden von
der Wahrscheinlichkeit p(e)de) Es gilt

33 p ist hier der Druck, nicht etwa der Impuls. Weiter unten steht p auch fiir die Wahrscheinlichkeit (probability). Achten Sie auf
den Kontext und die Indizes.

45



Glg. 2.3.2

el

0 KgT

Wir betrachten nun flir ein Gas in einer Dimension (!) die Wahrscheinlichkeit, die Geschwindigkeit v
vorzufinden. Es gilt

-mv: /2
P T
B
Plvi)= - —-mv? /2
[ exp[ = JdvX

B

Glg. 2.3.3

—mv? /2]

! exp
QIZT[kBT /m kBT

Im letzten Schritt ist das Integral ausgefiihrt worden. Wir gehen jetzt vom Gas in 1D zum Gas in 3D Uber
und benutzen, dass

— die verschiedenen Geschwindigkeiten unkorreliert sind
— die Bewegung im Mittel isotrop erfolgt.

Wenn die Geschwindigkeiten unkorreliert sind, schreibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit als ein
Produkt:
Glg.2.34

p(anVyaVz): p(Vx)p(Vy) p(vy)

Weil Isotropie vorliegt, sind die drei Faktoren gleich groR und durch Glg. 2.3.3 gegeben. Es gilt
Glg. 2.35
p(vx,vy,vz)

3
1 —mv2 /2 -mv; /2 -mv? /2
= exp exp exp
J2nk T /m ke T kyT KT
m ) —m(Vv; +vj +V;) m —mv?
= exp = exp
2k, T 2k, T 2k, T 2k, T

Es gibt an dieser Stelle aber eine Feinheit. Das Argument dieser Funktion sind die drei Skalare vy, vy und
V;, nicht zu verwechseln mit dem Betrag der Geschwindigkeit, v. Wenn man zu dem Betrag der Geschwin-
digkeit Gbergehen will, muss man bedenken, dass die Anzahl der VVektoren (vy,vy,V;), deren Betrag zwi-
schen einem Wert v und v + dv liegt, proportional zu 4rv? ist (letzteres die Flache einer Kugelschale mit
dem Radius v). Der Faktor 4mv? flihrt auch den Namen ,,Phasenraumfaktor. Es ergibt sich die Maxwell-
Verteilung:
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Glg. 2.3.6

3/2 2
m ) —-mv
V)= 4nv© ex
P(V) [m;j T p[ZkBTJ

Die Maxwell-Verteilung steigt bei kleinen Geschwindigkeit zundchst an, weil die Anzahldichte der VVekto-
ren (vx,vy,Vz) mit v ansteigt (Abb. 2.1). Sie durchlduft dann ein Maximum und fallt spater aufgrund des
Bolzmann-Faktors wieder ab. Je héher die Temperatur, desto hoher die Geschwindigkeit am Maximum.

Weiter oben hatten wir die GroRe <v?> ohne die Maxwell-Verteilung aus dem Gleichverteilungssatz
ableiten kénnen. Es war <v2> = 3kgT/m. Fir die GroRe <v> gibt es keine solchen einfachen Argumente.
Es bleibt nichts ubrig als die Integration uber die Maxwell-Verteilung gemaf

Glg. 2.3.7
vp(v)dv
PR AL
JO p(v)dv
Fur p(v) ist die Maxwell-Verteilung (Glg. 2.3.6) einzusetzen. Die Integration liefert®*
Glg. 2.3.8

Die Dimension ist die gleiche wie bei <v>>'2, aber der Zahlenfaktor ist ein anderer. Der Parameter <v>
wird spater fur die Berechnung der StoRzahlen eine Rolle spielen. Beachten Sie: Wie bei allen nicht-trivia-
len Verteilungen ist <v?> groRer als <v>2, Es gilt

Glg. 2.3.9
<(v -~ <v>)2> = <v2 —2v(v)+ <v>2> =(v*)=(2v(v))+ <<v>2>
- <v2>—2<v>2 +(v)' = <v2>—<v>2
Dieses Resultat gilt allgemein. Wenn x eine verteilte Variable ist, R
ist die GroRe <x?> — <x>? gleich der Varianz der Verteilung.*® ; N
Eine Randbemerkung: Wenn die Masse gegen null strebt, & E:?SOSZS’C

strebt der Exponential-Term gegen eins und man kann die Nor-
mierungskonstante nicht mehr ausrechnen, weil das Integral (iber
v in den Grenzen 0 und oo nicht konvergiert. Das darf nicht sein.
Die Masse darf also nicht zu Null werden. Das darf man als eine
Stlitze der Atomhypothese betrachten. Ein dhnliches Argument
stand — in Form der Quantelung der Energie — Pate bei der Entde- 0 1000 2000 V (M/S)
ckung der Quantenmechanik (genauer: der Interpretation der
Schwarzkorperstrahlung als der Energiedichte eines Photonenga- Abb. 2.1 .

L . . Die Maxwell-Verteilung
ses, wobei die Photonen endliche Energie haben). de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Boltz-
mann-Verteilung

=)
F

34 Solche bestimmen Integrale berechnet man am einfachsten mit Mathematica oder Matlab.
% Die Varianz einer Verteilung (in Glg. 2.3.9 die GroRe auf der linken Seite) ist das Quadrat der Standardabweichung
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2.4 Die Trajektorien als Irrflige

Wir néhern uns nun den kinetischen Aspekten der kinetischen Gastheorie. Es reicht nun nicht mehr
aus, dass die Molekdle ,,oft genug* sto3en, um ein thermodynamisches Gleichgewicht herbeizufithren. Wir
brauchen eine Aussage dariiber, wie oft sie denn nun genau stoflen. Man mdochte befiirchten, es stehe ein
langerer Exkurs tiber die Streutheorie bevor, aber man kann — fur diese Zwecke — die Konsequenzen dieser
Theorie alle aus einem einzigen Parameter ablesen, dem Streuquerschnitt 6.** Aus ¢ wird man eine ,,mitt-
lere freie Weglénge™ A und eine ,,Stofzeit™ t ableiten, die letztere die mittlere Zeit zwischen zwei StoRen.

-
"

'

: ,
¢ |Potential o~
L}

L}

N

1

L

]

Abb. 2.2 ; =
Der Streuwinkel hdngt von dem mi- e " N ) 1
nimalen Abstand und der Form des ; b \
Wechselwirkungspotentials ab. Vs
Wenn der Abstand groR ist (das X »)
kommt oft vor) ist der Streuwinkel o ’
klein und das Orientierungsgedéacht-
nis geht nicht verloren.

b ist der StoBparameter, 0 ist der
Streuwinkel.

Abb. 2.3

Wenn bei einem Irrflug das Orientierungsge-
déchtnis nicht nach jedem Schritt verloren geht,
fasst man mehrere Schritt zu einem effektiven
Schritt zusammen. Der so erhaltene effektive Irr-
flug besteht aus unkorrelierten Schritten.

Es stellt sich insofern ein Problem, als es fur weiche Potentialverlaufe recht viele Begegnungen geben
wird, bei denen sich die Bewegungsrichtungen nur marginal &ndern (rechts in Abb. 2.2). Die Frage ist
dann: ,,Sollen diese Begegnungen allesamt als ,,StoBe* zahlen? Nach solchen marginalen Sté3en haben die
Partikel ihre vormalige Geschwindigkeit nicht vollstdndig vergessen. Wenn man einen ,,Irrflug® aus
Schritten mit Orientierungsgedéchtnis zusammensetzen wiirde, ware dies kein Irrflug (gemaR Definition
des Irrflugs). Abb. 2.3 illustriert das Problem und dessen Losung. Man definiert eine ,,effektive Schritt-
weite* in der Weise, dass das Orientierungsgedichtnis iiber diese Distanz hinweg gerade eben geldscht ist.
Die mittlere Distanz zwischen diesen effektiven StoRen ist die mittlere freie Weglange . 3'Diese errechnet

3 Eine Ausnahme ist in FuRnote 53 genannt
37 Es sei die mathematische Fassung dieses Arguments kurz angedeutet. Man definiert eine Lange auf der Trajektorie, tiber die
hinweg die Orientierungs-Autokorrelationsfunktion auf null abféllt. Die mittlere freie Weglénge wird dann zu
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sich aus dem StolRquerschnitt o (genauer: oaa 0der auch cag, falls es sich um zwei Molekile A und B han-
deln sollte). Der StoRquerschnitt hat die Dimension m2. Er entspricht in etwa der GroRe des Schattenwurfs
des betreffenden Molekuils.

Wir gehen kurz auf den Zusammenhang zwischen Streuwinkeln und StoBquerschnitt ein. Wie in Abb.
2.2 illustriert, hangt der Streuwinkel 6 davon ab, in welcher Entfernung sich die Stol3partner begegnen.
Diese Entfernung wird durch den ,,StoBparameter b parametrisiert. In der Streutheorie ermittelt man eine
Funktion 6(b) mit 6 dem Streuwinkel. Die Funktion 6(b) hangt vom Potential und von der Relativge-
schwindigkeit ab. Ausgehend von der Funktion 6(b) definiert man einen Streuquerschnitt c als

Glg. 2.4.1
T _1 T[
czjznb a dezjznb@de
) db AT

Man uberzeugt sich schnell, dass o die Dimension einer Flache hat. Tabelle 2.1 zeigt Zahlenwerte fir ei-
nige wichtige Molekile. (Fir alle Molekile auler Ar und He ergeben sich diese Werte aus einer Mittelung
uber alle denkbaren relativen Orientierungen wahrend des Stofes.)

Der StoRquerschnitt hangt nur schwach von der Temperatur ab — aber diese Abhéangigkeit besteht. Der
Grund ist in Abb. 2.4 illustriert. Mit steigender Temperatur sinkt der StoBquerschnitt (ein wenig.)

Nehme nun an, dass die gestoBenen Molekiile alle ruhen. Dann wiirde eine rein geometrische Uberle-

gung ergeben (Abb. 2.5), dass die mittlere freie Wegléange gegeben ware als (N/V o). Es gilt aber statt-
dessen

Glg. 2.4.2

Es steht ein Faktor 22 im Nenner, weil das stoRende und das gestoRene Partikel sich beide bewegen.
Dadurch steigt die Wahrscheinlichkeit einer Begegnung und mit mittlere freie Weglange sinkt. Die Wahr-
scheinlichkeit steigt um einen Faktor 2V2, weil die mittleren Relativ-Geschwindigkeit <vye> im einen Fak-
tor 212 steigt. Das sieht man wie folgt ein:

Glg. 2.4.3

Der Mischterm verschwindet, weil die beiden Geschwindigkeiten unkorreliert sind. Der Faktor 2 entsteht,
weil (genauer: wenn) A und B gleiche Teilchen sind und deshalb die Mittelwerte der Geschwindigkeits-

%= <fv(s .).V(S».Jr s’)ds’ > . Die Mittelung erfolgt tiber die ganze Trajektorie. Der Integrand ist der Abstand zwischen zwei

—0 s

Punkten auf der Trajektorie. Der Punkt bezeichnet das Skalarprodukt zwischen den Geschwindigkeitsvektoren an den beiden
Stellen.
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Quadrate gleich groB sind. Diese Rechnung bezog sich auf das gemittelte Quadrat der Geschwindigkeiten.
<Vre> Und <vre?> sind wie folgt verknipft:

Glg. 2.4.4

(Vi) = u <er|>

m3

Siehe dazu die Glg. 2.2.8 und Glg. 2.3.8. Die numerischen Vorfaktoren aus den Einzelgeschwindigkeiten
Ubertragen sich auf die Relativ-Geschwindigkeiten und es folgt

Glg. 2.45
<Vrel > = \/5<V>
Potential GAA[A ] / G
Ar 3.6 R J :
CeHs 8.8 ; ”/"
CH4 4.6 . 'y
H, 2.7
He 2.1 -
N2 43 VSN
ngs 0, 4.0 L @ 7 o
el Tabelle 2.1 M :
Zahlenwerte fr einige StoRquer-
schnitte Abb. 2.5 .
Wenn das gestolRene Teilchen
ruhen wirde, wére die Anzahl-
Abb. 2.4 _ dichte genau gleich (Ao).
Fir weiche Potentiale hangen

die Streuwinkel von der Ge-
schwindigkeit ab. Deshalb
héngt auch der Streuquer-
schnitt o von der Temperatur
ab.

Eine kleine Warnung: Wer den Eindruck hat, dass oben etwas ,,mit den Hinden gewedelt” worden sei,
ist nicht allein. Es gibt eine Verteilung von freien Wegléngen. Gase sind oft Gasgemische, und dann tragt
die Annahme <va®> ~ <vg?> in Glg. 2.4.3 nicht mehr. Erschwerend kommt hinzu, dass die mittlere freie
Weglénge im Experiment nicht direkt gemessen wird. Gemessen werden die Streuquerschnitte, die Diffu-
sionskonstanten und die Reaktionsraten, letztere proportional zur Anzahl der Std3e. Das hat zur Konse-
guenz, dass man in der Literatur ein etwas unerquickliches Gemisch von Gleichungen vorfindet, die nicht
konsistent miteinander sind. Nicht zuletzt die Lehrbucher von Atkins und Wedler stimmen nicht tiberein
bei der Frage, wie die Diffusivitat mit der mittleren freien Weglange zusammenhéngen solle. In manchen
Texten, die prézise Behandlung im Blick haben, wird die mittlere freie Weglange nur am Rand erwéhnt.
Die betreffenden Gleichungen gehen vom Streuquerschnitt aus (oder auch vom ,,collision diameter®, i.W.
aquivalent dazu siehe Glg. 3.3.1). So kénnte man es auch in diesem Skript tun. Wir formulieren aber die
kinetische Gastheorie mit der mittleren freien Weglange — und miissen an manchen Stellen eine Warnung
beziiglich gewisser Lucken in der rigorosen Korrektheit aussprechen.
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Die mittlere Zeit zwischen zwei St6l3en (die mittlere StoRzeit) t ist gegeben als

Glg. 2.4.6

A A
(v) \/Egc 8k, T

Eine Bemerkung zur Terminologie: Man spricht von A, nicht von <A>, obwohl auch die letztere Be-
zeichnung Sinn machen wiirde. Das hat insofern einen guten Grund, als A in den Gleichungen zum Trans-
port in Gasen ganz enorm oft vorkommt und man nicht alle diese Gleichungen mit den gewinkelten Klam-
mern belasten will. Es ist insofern etwas irrefiihren, als bei der Behandlung der Diffusion die GroRe A2 auf-
taucht. Diese GroRe ist aber nicht gleich <A>2, es handelt sich um die GroRe <A?>. Wie schon oben ge-
sagt: die vertiefende Behandlung ware ohnehin noch komplizierter (siehe z.B. Glg. 3.3.1).

Wir geben an dieser Stelle das mittlere Verschiebungsquadrat an. Nach N Schritten ist der Mittelwert
des Quadrats des zuriickgelegten Wegs gegeben als

Glg. 2.4.7

<(rN —r0)2> =N

Diese Formal kann man wie folgt einsehen:

fo-r)={(20) )-{[ze)[30)) - (2 o)

:<an>+<2n .rj>:<zrg>: N()=Nw =2

i#]

Glg. 2.4.8

Es wurde benutzt, dass die Schritte unkorreliert sind und dass der Mittelwert von rir; deshalb verschwindet.
Achtung: Es wurde weiterhin angenommen, dass die Schritte alle gleich lang sind. Wenn die Schritte nicht
alle gleich lang sind, darf man <r?> nicht durch A2 ersetzen: (Der Mittelwert der Quadrate ist ungleich dem
Quadrat des Mittelwerts.) Im letzten Schritt wurde N durch t/t ersetzt. Das Verschiebungsquadrat skaliert
also wie die Zeit. (Beachten sie: das Quadrat skaliert wie die Zeit, nicht etwa der zuriickgelegte Weg.)

Nachdem der Irrflug ein Zufalls-bestimmter Prozess ist, ist die Verschiebung (rn — ro) eine verteilte
GroRe. In Abschnitt 6.2 wird gezeigt, dass die Verschiebung Gau3-verteilt ist.

Einige weitere Bemerkungen:

— Fir Luft unter Standard-Bedingungen (,,SATP*“: p = 1 bar, T = 298 K) ist die mittlere freie Weglange
gleich 68 nm. Die mittlere Zeit zwischen zwei StoRen betrégt t ~ 0.2 ns. 0.2 ns sind auf molekularer
Skala ein lange Zeit. Z.B. wird ein komplexeres Molekiil eine Anregung einer bestimmten Molekdil-
schwingung, die in dem vorherigen Stof3 erfolgt ist, weitgehend ,,thermalisieren®, bevor es zum néchs-
ten StoR kommt. Die betreffende Energie wird sich in etwa gleichmé&Rig auf die verschiedenen Schwin-
gungsmoden verteilen. Sie dazu auch Bemerkungen im Umfeld von Abb. 1.15.

— Wenn man den Druck senkt, erreicht A bei einem Druck von etwa einem 10-3 mbar den Wert von
10 cm. Fir kleinere Driicke ist der Transport i.w. ballistisch. Bei Driicken von unterhalb von 10~ mbar
spricht man von einem ,,Vakuum®. Der Quotient zwischen Gefaf3durchmesser und A heifit auch
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,Knudsen-Zahl“. Bei hohen Knudsen-Zahlen findet der Transport konvektiv und/oder diffusiv statt, bei
kleinen Knudsen-Zahlen ist er ballistisch.

— Fur Elektronen in Metallen ist die mittlere freie Weglange einige nm. Fir diesen Zweck muss man die
Elektronen natiirlich als quasi-klassische Teilchen betrachten. Der Formalismus fihrt den Namen
,,Drude Modell“.

— Im Zentrum der Sonne betragt die mittlere freie Weglénge fur Photonen (nicht der Kerne und/oder der
Elektronen) etwa 100 m. Auch die Photonen tragen zum Druck bei. Auch fur die Photonen herrscht
lokal (auf der Skala von Kilometern) ein Gleichgewicht. Die ,kalorische Zustandsgleichung* des Pho-
tonengases ist pV = U/3, mit U der Energie.® Fiir schwere und heilRe Sterne (nur fir diese) ist der Strah-
lungsdruck groRer als der Druck, der durch die Materie ausgeiibt wird.*® Die Thermodynamik des Pho-
tonengases ist recht instruktiv hier beschrieben: www.cpp.edu/~hsleff/PhotonGasAJP.pdf. Beim Photo-
nengas ist die Teilchenzahl nicht erhalten.

— Der hier beschriebene Mechanismus zur Erzeugung eines Irrflugs ist zu unterscheiden von anderen Ele-
mentar-Mechanismen des Transports, die ebenfalls zu Irrfliigen fihren (u.U. nach einer wie in Abb. 2.3
skizzierten Zusammenfassung von Elementar-Schritten zu effektiven Schritten). Der hopping-Transport
ist ein Beispiel. Beim hopping-Transport befinden sich die Partikel meistens in Potential-Senken. Von
Zeit zu Zeit Uberwinden sie die Potentialbarrieren zwischen benachbarten Senken. Weil hopping-Trans-
port thermisch aktiviert ist, sinkt die Viskositat mit steigender Temperatur.*® Bei Gasen ist es umge-
kehrt (Glg. 3.4.6).

Eine dhnliche Situation findet man bei Metallen vor. Hier sinkt die elektrische Leitfahigkeit mit stei-
gender Temperatur, weil die St6Re mit dem thermisch bewegten lonengitter hdufiger werden. Im Unter-
schied dazu steigt die elektrische Leitfahigkeit von Halbleitern mit steigender Temperatur, weil sich
mehr Elektronen im Leitungsband befinden. Achtung: In Halbleitern liegt keine hopping-Leitfahigkeit
vor. Man muss das Bander-Modell bemiihen, weil die Ladungstrager delokalisiert sind. Organische
Leiter (Antistatik-Beschichtungen, Photoleiter im Xerographie-Prozess) erzielen die Leitfahigkeit durch
hopping.

Ob der Transport in Flissigkeiten eher ein hopping-Transport ist oder eher ein Transport wie in Gasen
ist (i.W. freier Flug, unterbrochen von StoRen, kurzes A, englisch: ,,hard-sphere kinetic theory®), ist eine
diffizile Frage.

— Kolloidale Partikel in Flussigkeiten sind so viel schwerer und langsamer als die sie umgebenden Mole-
kile, dass sie sich auf kurzen Zeitskalen nahezu gleichformig und gradlinig bewegen, obwonhl sie viele
StoRe erfahren. Es gibt eine Impuls-Relaxations-Zeit,** oberhalb derer die Bewegung zu einem Irrflug

3 Die kalorische Zustandsgleichung des einatomigen idealen Gases ist U = 3/2 nRT mit n der Stoffmenge, letztere konstant (beim
Photonengas nicht konstant).

39 Auch gewdhnliche Gase koexistieren aufgrund der Warmestrahlung stets mit einem Photonengas. Der Druck des Photonengases
ist aber bei Raumtemperatur um etwa 10 Dekaden kleiner als der Druck des Partikelgases. Deshalb wird er ignoriert.
Genauer: Der Druck des Photonengases betragt p = 1/3 b T mit b = 8°ks*/(15h3¢®) = 7.56x1016 J/(K*m?) einer Konstanten, die
man nur im Kontext der Quantenmechanik verstehen kann. b ist verwandt mit der Stefan-Boltzmann-Konstanten (aber nicht
strikt identisch mit ihr).

40 Die Diffusivitat folgt dann einem Arrhenius-Gesetz. Konkret ist die Temperatur-Abhéangigkeit der Diffusivitat oft komplizierter,
aber die Diffusivitét steigt mit steigender Temperatur.

41 Die Impuls-Relaxationszeit ist tmr = m/& = m/(6nr) mit m der Masse, & dem Reibungskoeffizienten, n der Viskositét und r dem
Radius. Die zweite Relation wendet die Stokes-Gleichung an. Das Subskript MR steht fur ,,momentum relaxation®.
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wird im Sinne von Abb. 2.3. Man kdnnte eine effektive Schrittweite und eine effektive Zeit pro Schritt
errechnen, aber das ist undblich.

Kasten 2.1

Im Zentrum der Sonne gilt das ideale Gasgesetz

Im Zentrum Sonne sind die Atome vollstandig ionisiert. Die Kernradien rkem betragen etwa 5 fm (5 Femtometer, 510715 m).
Der mittlere Abstand zwischen den Kernen betrégt zwar nur 100 fm, aber dieser Abstand ist gréRer als der Kernradius. Es gilt
das ideale Gasgesetz und man konnte versucht sein, die mittlere freie Weglénge als den Abstand zwischen den Kernen abzuschét-
zen und zu folgern A >> rierm.

Diese Darstellung ladt zu Missverstandnissen ein insofern, als der Kernradius fiir dieses Argument nur dann von Bedeutung
ware, wenn die Wechselwirkungen zwischen Partikeln durch die Kernkréfte vermittelt waren. Dann wirde man den totalen
Streuquerschnitt als ¢ = n(2rkem)? abschatzen. Mit A = 2-¥2(N/Vp)~* wiére dann A groRer als rkern. Es dominieren aber die
elektrostatischen Wechselwirkungen gemaR Coulomb-Potential (V = +e%/(4neor)). Fir das 1/r-Potential ist der totale Streuquer-
schnitt formal unendlich. (Die Begriindung geht hier zu weit. Gehen Sie aus von der Formel fir das Yukawa-Potential aus,
https://en.wikipedia.org/wiki/Yukawa_potential, und setzen Sie a. = 0.) Die Vorstellung eines geradlinigen, freien Flugs unterbro-
chen von StéR3en fihrt in die Irre. Das Medium ist ein Plasma und unterliegt den Gesetzen der Plasmaphysik. Die Partikelbewe-
gung ist auch iiber groe Distanzen hinweg korreliert. Es gibt ein Vielzahl von verschiedenen Formen von ,,Plasmawellen®.

Eine Randbemerkung: In der Sonne besteht ein ,,heifles dichtes Plasma®. Dort sind die Verhéltnisse anders als in den Licht-
bogen, die man von der Erde kennt. Dieser Zustand wird im Kontext der Kernfusion intensiv beforscht.

Wenn also die kinetische Gastheorie nicht greift (will sagen: wenn man einen StoRquerschnitt nicht sinnvoll definieren kann,
weil es keine diskreten StoRe gibt), warum gilt dann gleichwohl das ideale Gasgesetz? Dazu muss man etwas ausholen. Fir den
allgemeinen Fall wird der Druck durch den Virialsatz beschrieben, wobei der Terminus ,,Virialsatz* verschiedene Dinge meinen

kann. Der hier gemeinte Virialsatz (Ende von https://de.wikipedia.org/wiki/Virialsatz) ist pV = NkBT—;Z<7Q aaV*t> Der
i X;

zweite Term rechts ist das innere Virial, auch bekannt aus der ,,Virialentwicklung.* In Zentrum der Sonne ist also das innere

Virial kleiner als der Term NkgT. Der Term NKkgT ist groB3, weil die Temperatur hoch ist (15 Mio K). Dieses Argument ist unab-

héngig von den diskreten StoRen.

Bei der Abschatzung des inneren Virials gibt es eine Feinheit. Man fragt sich, ob das ideale Gasgesetz deshalb gilt, weil die
Wechselwirkungsenergie gegentber der kinetische Energie vernachléassigbar ist. So ist es ja auch bei normalen Gasen. So ist es
auch bei der Sonne, aber man muss sich mit Bedacht aus dem Gleichverteilungssatz herausschleichen. Wenn man den Gleichver-
teilungssatz auf gewohnliche Festkdrper anwendet, ist die Wechselwirkungsenergie vergleichbar mit der kinetischen Energie.
Beide sind in von der GréRenordnung kT pro Molekil. Fir eine prézisere Aussage misste man die zugehérigen Freiheitsgrade
abschitzen (meist ,,f genannt). Die konkreten Zahlenwerte fithren aber niemals dazu, dass fast keine Energie in den Wechsel-
wirkungen enthalten sei (also die gesamte Energie kinetische Energie sei). Dies wird ja auch durch den Namen des Theorems
(,,Gleichverteilungssatz*) ausgedriickt.

Und warum sollte das in der Sonne nicht gelten? Das gilt in der Sonne nicht, weil der Gleichverteilungssatz parabolische Po-
tentiale voraussetzt. Ein Freiheitsgrad ist ein ,,quadratischer Beitrag zur Energiefunktion®. Parabelpotentiale liegen den Schwin-
gungen und den Phononen zugrunde. Das Coulomb-Potential ist aber nicht parabolisch und deshalb gilt auch der Gleichvertei-
lungssatz nicht. (Die Wechselwirkungen zwischen harten Kugeln unterliegen ebenfalls nicht einem Parabelpotential.) Die in den
Wechselwirkungen enthaltene Energie ist kleiner als vom Gleichverteilungssatz vorhergesagt. Deshalb ist auch der zweite Term
im Virialsatz klein ... und es gilt in guter Naherung das ideale Gasgesetz.

Eine letzte Randbemerkung: Diese Uberlegungen gelten, solange das Material weder relativistisch ist, noch quantenmecha-
nisch entartet ist. Beides ist in der Sonne (aber nicht in allen anderen Himmelkdrpern) der Fall.

2.5 StolRzahlen

Betrachte zunéchst die Stof3zahl mit der Wand. Es werden in einem Zeit-Intervall dt diejenigen Teil-
chen mit der Wand stoRen, die sich in hdchstens der Entfernung von <v,>dt von der Wand befinden und die
sich auf die Wand zu bewegen. Diese Zahl ist proportional zur Anzahldichte und zur Geschwindigkeit
<v>. Es ergibt sich

Glg. 25.1
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Der Vorfaktor 4 ergibt sich aus einer Mittelung Uber positive Geschwindigkeiten vx. Es gilt

Glg. 2.5.2

0

[ m mv?

Zw ist wichtig fiir alle Reaktionen an Wanden und fir die Effusion.*? Sie ist weiterhin zentral fir die
Definition des sogenannten Ultrahoch-Vakuums (UHV). UHV-Bedingungen herrschen, wenn eine einmal
gesduberte Oberflache liber den Zeitraum des Experiments sauber bleibt. Die ,,Dauer eines Experiments®
kénnte z.B. 1000 s sein. Die Oberflache bleibt sauber, wenn entweder die aufprallenden Atome und Mole-
klle allesamt nicht haften oder wenn nur wenige Molekile aufprallen. Der Wahrscheinlichkeit des Anhaf-
tens fuhrt den Namen ,,sticking coefficient”. Als Faustregel gilt, dass bei einem sticking coefficient von 1
und einem Druck von 1078 mbar eine Oberflache nach etwa 1 s vollstandig bedeckt ist. Wenn man also 20
Minuten (= 1000 Sekunden) Zeit fiir das Experiment haben will, muss der Druck geringer als 10-° mbar
sein. Es hilft, dass der sticking coefficient in der Regel Kleiner als 1 ist. Andererseits sind 20 Minuten u.U.
keine lange Zeit und man wiinscht sich ein Bedeckungsgrad weit unter 1. Deshalb strebt man fur UHV-
Experimente einen Druck in der Vakuum-Kammer von unter 10-2° mbar an.

In Glg. 2.5.2 ist die StoBRzahl invers proportional zu Wurzel der Masse. Leichte Molekiile stof3en die
Wand also 6fter. Dies kann man sich zur Isotopen-Trennung mit Membranen (z.B. zur Anreicherung von
25UFg in einem Gemisch mit 28UFs) zunutze machen.”® Dieses Verfahren heiBt bisweilen auch ,,Gasdiffu-
sionsmethode . Diese Bezeichnung kdnnte aber Anlass zu Missverstandnissen geben. Es ist zwar auch die
Diffusivitét von leichten Gasen groRer als die Diffusivitit von schweren Gasen, aber in Gasgemischen tre-
ten eine Reihe von Komplikationen auf.** In den Poren der Membran stolRen beide Spezies haufiger mit
der Wand, als mit anderen Molekiilen.* Relativ zur Wand bewegen sich die leichteren Teilchen schneller.

Die Stof3zahl zwischen Molekiilen ist proportional zur inversen Stof3zeit und der Anzahldichte der Mo-
lekiile. Die inverse Stol3zeit ist gegeben als <v>/A und die Grofe A ist ihrerseits invers proportional zur
Anzahldichte. Fur gleichartige Molekiile ergibt sich

Glg. 2.5.3

Der Zahlenfaktor 1/2 entsteht weil ein StoR zwischen zwei gleichen Molekilen stattfindet.

Die Stof3zahl zwischen Molekdlen ist also quadratisch in der Dichte. Nachdem die Stof3zahl mit der
Wand proportional zur Dichte ist, kann man die relativen Wahrscheinlichkeiten von Reaktionen mit der

42 Die , Effusion® ist das diffusive Ausstrdmen eine Gases aus einem kleinen Loch in einem Behilter in ein Vakuum
hinein.

43 https://chem.libretexts.org/Bookshelves/General_Chemistry/Map%3A_A_Molecular_Approach_(Tro)/05%3A_ Ga-
ses/5.09%3A Mean_Free Path%2C_Diffusion%2C_and_Effusion_of Gases

4 In binaren Gasgemischen haben mussen beide Spezies relativ zur gemeinsamen Schwerpunktsbewegung denselben Diffusions-
koeffizienten haben. Man sagt ,,D12 = D21“.  Wenn es anders wére, wiirde der Mischprozess von zwei Gasen in einem Behdlter
zu einem Gradienten in der mittleren Dichte fiihren. Es wiirde das eine Gas schneller nach rechts strémen, als das andere nach
links stromt.

% Diese Situation fiihrt bisweilen den Namen ,,Knudsen-Diffusion®.
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Wand und Reaktionen in der Gasphase Uber den Druck hin- und herschieben. Dies ist z.B. von der Bedeu-
tung fir die Knallgas-Reaktion bei kleinem Druck (Abschnitt 1.12.2).

Wir geben noch die Formel fur die StoRzahlen zwischen verschiedenen Molekdlen an:

Glg.2.5.4
N, N 8k, T
Zpg = TAVB "Ore TETJ.
M ist die reduzierte Masse, gegeben als
Glg. 2.5.5
= MalMs oder auch lzi-i-i
m, +mg B om, m

Dass an dieser Stelle die reduzierte Masse eingeht, begriindet sich aus der Relativ-Geschwindigkeit. Gehe
aus von Glg. 2.4.3, aber betrachte zwei verschiedene Partikel.

Glg. 2.5.6

(via) = (i) (v )= e T - e

Fir eine Priifung auf die Konsistenz von Glg. 2.5.4 und Glg. 2.5.3 setzen wir Na = Ng (Symmetrische
bindre Mischung). Wir stellen uns blind gegentiber der Teilchen-Spezies und berechnen ausgehend von
Glg. 2.5.4 die Gesamt-Anzahl aller StoRe:

1IN, )(1N [Bk,T [1 1
Zoy = Zpp + Zgg + Zpg = 22 =2(— t°‘J(—ij-c — =+
tot AA BB AB AB 2 V 2 V I mA mA
1(Ng Y BT = 1 (NgY
— | _tot . 2:— tot \Y4
2( Y ] N\ m A

Dies entspricht dem Wert von zaa in Glg. 2.5.3

Glg. 2.5.7
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3 Diffusiver Transport
3.1 Allgemeines

Transport ist von Ubergreifender Bedeutung fur chemische Prozesse aller Art. Die verschiedenen For-
men des Transports gliedern sich wie folgt:

a) Als ballistischer Transport wird eine weitgehend gradlinige Bewegung von Kdrpern bezeichnet, die nur
geringfligig durch StoRe gestdrt wird. Ballistischer Transport von Atomen und Molekdilen findet vor
allem im Vakuum statt. In Gasen ist der Transport auf kleinen Skalen (will sagen: auf rdumlichen Ska-
len Kleiner als 1) ballistisch. In Luft betrégt die mittlere freie Weglange etwa 70 nm.

b) Konvektiver Transport ist Transport in einer Umgebung, welche die gleiche Geschwindigkeit hat wie
das betreffende Molekul selbst. Konvektiver Transport wird in der Regel durch Rilhren, Pumpen, aber
auch durch die Thermokonvektion (letztere manchmal als ,,Konvektion* bezeichnet) hervorgerufen.

c) Diffusiver Transport entsteht durch Irrfliige. Auf die Einzelzeiten wird weiter unten eingegangen.
Der relative Anteil der Diffusion (im Vergleich zu Konvention) am Transport wird auch mit der Peclet-
Zahl Pe abgeschéatzt. Die genaue Definition von Pe hangt von der konkreten Situation ab. Wenn die
Peclet-Zahl groB ist, ist dem konvektiven Transport eine relativ unbedeutende, erratische Brown’sche
Bewegung Uberlagert. Falls im Gegenteil gilt Pe << 1, ist dem Irrflug eine kleine Drift Gberlagert.

d) Dem diffusiven Transport kann eine Drift-Bewegung Uberlagert sein, die durch eine externe Kraft her-
vorgerufen wird. Die externe Kraft kann z.B. durch elektrische Felder (in der Elektrophorese), durch
Gravitation (in der Sedimentation) oder durch die Massentragheit in einem beschleunigten Gefal (wah-
rend der Zentrifugation) hervorgerufen sein.

e) Aktiver Transport bezeichnet meist einen Transport entgegen dem Gradienten des chemischen Potentials
tber eine Membran hinweg. Aktiver Transport verbraucht Energie (oft in Form von ATP). Aktiver
Transport meint manchmal auch eine Bewegung, die in irgendeiner Form von Motoren hervorgerufen
wird. Es gibt sogenannte ,,catalytic swimmers®. Dies sind Mikropartikel, bei denen eine chemische Re-
aktion auf nur einer Seite (der ,,Riickseite*) eine Kraft auf das Partikel hervorruft. Als aktiver Transport
werden auch verschiedene Formen der intrazellularen Bewegung in der Biologie bezeichnet.

Fir die chemische Reaktionstechnik sind Konvektion und Diffusion die mit Abstand wichtigsten
Mechanismen. Konvektion meint hier die Konvektion im weiteren Sinne, also nicht nur Thermokonvek-
tion. Ruhren und Pumpen sind eingeschlossen.

3.2 Die Fick‘schen Gesetze, die Gauf3-Funktion als spezielle Losung des 2. Fick’schen Gesetzes

Auf makroskopischer Ebene fuihrt chaotische Bewegung zum 1. Fick’schen Gesetz. Das 1. Fick’sche
Gesetz sagt vorher, dass die Netto-Flussdichte J proportional zum Konzentrationsgradienten Vc ist. Die
Proportionalitatskonstante ist die Diffusionskonstante D (auch: ,,Diffusivitdt®). Wenn die Konzentration in
Einheiten von mol/m?® angegeben wird, hat die Flussdichte die Einheit von mol/(m?s).%® Die Flussdichte ist
die Netto-Stoffmenge, die pro Einheitszeit durch eine Einheitsflache hindurchtritt. Als Gleichung nieder-
geschrieben lautet das 1. Fick’sche Gesetz

46 Wir treffen hier auf das zeitlose Problem, dass Konzentrationen auch als Masse/Masse, Masse/Volumen etc. angegeben werden
kénnen. Man muss in jedem Einzelfall priifen, ob die gewahlten Variablen und die Dimensionen konsistent sind.
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Glg. 3.2.1
J=-DVc

Die Konzentrationsverteilung ist nun ihrerseits mit der Flussdichte verbunden, weil die Menge erhalten ist
(genauer: wenn die Menge erhalten ist, will sagen, wenn es keine chemischen Reaktionen gibt). Es gilt:

Glg. 3.2.2

s -y

dJ Lo
dc dJer erdJZ ]
dx dy dz

Diese Gleichung driickt aus, dass die zeitliche Anderung der Konzentration gerade der Stoffmenge ent-
spricht, die durch die Rénder des betrachteten infinitesimalen Volumen hindurch tritt. Sei in 1D das ,,Volu-
men“ ein Streifen der Breite L, welcher die Stoffmenge n = cL enthalte. Es gilt

@:JX x—L -J, x+L
ot 2 2

LdJ, Ld, ] di,
z{JX(X)_Z dx }_[JX(X)JFZ dx }:_ dx -

Im zweiten Schritt wurde eine Taylor-Entwicklung benutzt. Teilen durch L (mit dc/dt = 1/L dn/dt) und der
Ubergang auf 3D fiihrt zu Glg. 3.2.2.

Glg. 3.2.3

Wenn man Glg. 3.2.2 in Glg. 3.2.1 einsetzt, kommt man zum 2. Fick’schen Gesetz: +'
Glg.3.24

dc d’c d%*c d°c
D| S +——+—
dx* dy® dz

de_ +25)-ovee
dt

Es handelt sich um eine lineare partielle Differentialgleichung (partial differential equation, PDE) in der
Konzentration c. Auf partielle Differentialgleichung im Allgemeinen geht Abschnitt 6.4 ein. Wir bleiben
hier beim 2. Fick’schen Gesetz. Die Lésung einer PDE erfordert grundsétzlich stets Rand-Bedingungen
und Anfangs-Bedingungen. Wir suchen eine analytische Losung. Dann kann der Rand im Unendlichen
liegen und die Randbedingung kann entfallen. Die Anfangsbedingung sei ein 8-Funktion®® bei x = 0:

Glg. 3.25

Die Losung zu diesem Anfangswert-Problem ist
Glg. 3.2.6

1 x?
c(x,t>0)= exp[— j mit o’ = 2Dt

\2no 262

47 Der ,,Nabla-Quadrat-Operator V2 wird auch manchmal als ,,Laplace-Operator bezeichnet und erhélt dann den Buchstaben A.
48 Zur Erinnerung: 8(x) = oo flir x = 0 und §(x) = 0 sonst. Weiterhin ergibt das Integral tber eine 5-Funktion per Definition eine 1.
Man darf sich die 8-Funktion als den Grenzfall einer sehr scharfen, auf 1 normierten GauB3-Funktion vorstellen.
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Dass diese Funktion das 2. Fick’sche Gesetz l6st, zeigt man am besten mit der Probe.*® Die Probe ist etwas
umstandlich, sie sei eine Ubungsaufgabe. Wir errechnen das mittlere Verschiebungsquadrat <x?> als

Glg. 3.2.7
1 X2
X’ exp| — dx
N e o ' -
<X >_ 1 XZ 7 i
j exp| ——— |dx e
2nc 2c P ’
5k 4
=0’ = 2Dt — P
w ’
2 e
Achtung: In drei Dimensionen wird aus dem Term 2Dt ein ? 0 .
Term 6Dt, weil die mittleren VVerschiebungsquadrate in den E 0 Zeit '[‘?N E] 10
drei Raumdimensionen geméal Pythagoras additiv sind: ? , , ,
O 10'F e L
> - Diffusion -
, Glg. 3.2.8 ) 100k = -Konvektion
<(r—ro) >=6Dt 3
10
-2 -
Man betrachtet auch oft die Wurzel des mittleren Verschie- wr - 1
bungsquadrats (das rms-displacement, rms flir root-mean- 10°F ) ) ) 1
square). Es gilt 10 107 100 10° 10t
Zeit [w.E.]
,<(r r )2> _ Uber kurze Strecken ist diffusiver Transport in
der Regel effizienter als konvektiver Transport.
2 2 2 Uber lange Strecken ist es umgekehrt.
(=) + (=90 ) )+ {(2-2)))

/6D i

Das rms-displacement ist also proportional zur Wurzel der Zeit.

Die Wegstrecke, die Uber Konvektion (gerichtet) zuriickgelegt wird, skaliert linear mit der Zeit (nicht
mit t*2). Sie ist gegeben als vt mit v der Geschwindigkeit des Fluids. Deshalb ist Diffusion als Transport-
Mechanismus auf kleinen Skalen oft effizienter als Konvektion. Auf grofRen Skalen ist es umgekehrt. Ein
Beispiel: Betrachte einen Neurotransmitter im synaptischen Spalt. Der Neurotransmitter wird auf der pra-
synaptischen Seite freigesetzt. Auf der postsynaptischen Seite bindet er an einen Rezeptor und 16st dort
(mdglicherweise) einen Nerven-Puls aus. Die Transport tiber den Spalt (mit einer Breite von etwa 100 nm)
dauert in etwa t ~ 0.5 10™*s. Fir diese Rechnung wurde Glg. 3.2.9 umgeschrieben zu t ~ 6°/(2D) mit  in
diesem Fall der Spaltbreite. Es wurde die Diffusivitat zu D ~ 10 cm?/s = 1071° m?/s abgeschéatzt. Be-
trachte ein Hormon, welches dieselbe Diffusivitat habe, aber durch den ganzen Korper transportiert werden
muss (o ~ 1 m). Die diffusive Zeitskala wird dann zu 0.5 10 s. Weil die Natur solange nicht warten
kann, pumpt sie das Blut um.

Merke

— GemaiB dem 1. Fick’schen Gesetz ist die diffusive Massenflussdichte proportional zum Konzentrations-
gradienten. Es gilt J=-DVc.

4 Dies ist eine allgemeine Weisheit: Man darf die Losungen von PDES raten und sich mit einer Probe vergewissern, dass man rich-
tig geraten hat.
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— Das 2. Fick’sche Gesetz besagt, dass dc/dt = DV2c. Es handelt sich um eine partielle
Differentialgleichung.

— Die Losung zum 2. Fick’sche Gesetz mit einer 6-Funktion als Anfangsbedingung ist eine Gaul3-
Funktion mit > = 2Dt. In 3D ist das mittlere Verschiebungsquadrat gleich 6Dt.

— Weil die rms-Verschiebung wie t*2 skaliert, ist die Diffusion (im Vergleich zur Konvektion) auf kleinen
Skalen oft sehr effizient, auf groen Skalen dagegen eher nicht.

3.3 Der Zusammenhang zwischen den Irrflugparametern (A und t) und der Diffusivitat

Es war in Abschnitt 2.4 gezeigt worden, dass das mittlere Verschiebungsquadrat von Irrfliigen gege-
ben ist als NA2. Im Anhang (Abschnitt 6.2) wird gezeigt, dass fir Irrflige die Gesamt-Verschiebung Ax
ebenfalls Gaul3-verteilt ist. Genauso ist es mit den Molekiilen, die dem 2. Fick’schen Gesetz unterliegen.
Diese Ubereinstimmung hat einen tieferen Grund. Diffusion wird durch Irrfliige getrieben.

Aus dem Vergleich von Glg. 3.2.7 mit Glg. 2.4.8 kdnnte man geneigt sein, zu schlieen, dass die Dif-
fusivitat gegeben sei als A%(2t). Bei der Herleitung von Glg. 2.4.8 wurde aber angenommen, dass alle
Schritte des Irrflugs gleich groR sind. Die Einzelheiten sind kompliziert.*® Wir berichten die Chapman-
Enskoog-Gleichung®!

Glg. 3.3.1

JTP (LM, +1/M,) om?

D=1.858-10" .
po;,Q S

Wikipedia folgend, ist Q das ,,temperature-dependent collision integral (the values are tabulated®? but usu-
ally of order 1) (dimensionless)“.5® Die GroRen T, p und M werden in Einheiten von K, atm und g/mol an-
gegeben. Achtung: o1 hat hier die Dimension einer Lange (in A). o1, ist der ,,collision diameter~. Der
Streuquerschnitt ist ¢ = no1,2. Der Vorfaktor in Glg. 3.3.1 wurde empirisch ermittelt.>* Mit diesem Faktor
ergibt sich eine Ubereinstimmung mit dem Experiment bis auf 8%.

Alle Komplikationen anerkannt, folgen wir Wedler und schreiben (beachten Sie das =)

Glg. 3.3.2

mit <v> aus Glg. 2.3.8 und X aus Glg. 2.4.2. Wenn man von dem ,,collision integral absieht, hat auch die
Chapman-Enskoog Gleichung in etwa diese Struktur. Den Zusammenhang zwischen Glg. 3.3.1 einerseits
und den Parametern A und <v> andererseits zeigt FuRnote 55.

50 Wedler [Lehrbuch der Physikalischen Chemie; Wiley-VCH, 1997] schreibt D = A%/(2t). Atkins schreibt D = 2/3 A?/(2x), ver-
weist aber bezlglich des Faktors 2/3 auf die Literatur.

51 https://en.wikipedia.org/wiki/Mass_diffusivity

52 Grathwohl, P. (1998). Diffusion in natural porous media: Contaminant transport, sorption / desorption and dissolution kinetics.
Kluwer Academic

%3 Dieses ,,collision integral hiingt fiir attraktive Potentiale auch von der Tiefe des Potentialminimums ab. In Abschnitt 2.4 wurde
behauptet, dass fiir die Zwecke der kinetischen Gastheorie alle Ergebnisse der Streutheorie in den StoRquerschnitt o kondensie-
ren werden kénnen. Das ist nicht mehr strikt korrekt, wenn man das collision integral in die Analyse mit einbezieht.

54 Achtung: Der Vorfaktor enthalt Einheiten.

%5Dazu formt man um gemaR

59



Merke

— Fur Gase kann man die Diffusivitat abschatzen als D ~ A%/(21) = <v>A/2.
— Die Einzelheiten sind kompliziert.

3.4 Warmeleitfahigkeit und Viskositéat

In Gasen werden auch die Warme-Energie und der Impuls diffusiv transportiert. (Sie werden diffusiv
und konvektiv transportiert. Wir interessieren uns im Folgenden nur fur den diffusiven Anteil.) Zunachst
zum Warme-Transport. Die Wérmeleitfahigkeit « ist definiert als die Energieflussdichte geteilt durch den
Temperatur-Gradienten. Die Einheit ist (J/(m?s)) / (K/m). Um zu einer ,,Diffusionskonstante* mit Einhei-
ten von m?/s zu gelangen, teilt man durch die Warmekapazitat Cy (in Einheiten von J/(K mol)) und die
Stoffdichte n/V (in Einheiten von mol/md). (Man konnte die Warmekapazitat auch auf das Gewicht bezie-
hend und statt der Stoffdichte die Massendichte p verwenden.) Der betreffende Parameter (die ,, Warmedif-
fusivitit) fihrt oft den Namen A. Wir wéhlten Ar, um Verwechslung mit der mittleren freien Weglange zu
vermeiden. Es gilt die Relation

Glg. 3.4.1

Glg. 3.4.2

In Gasen ist At also genau so grofl3 wie D. Das ist in Fllssigkeiten anders. In Flissigkeiten wird Warme
etwa 1000 mal effizienter diffusiv transportiert als Materie. Molekile sind bisweilen in transienten Kafi-
gen gefangen. Der Impuls und die Wérmenergie sind es aber nicht.

Das viskose Reibung auf einen diffusiven Impulstransport hinauslduft, bedarf einer Begriindung. Die
,,Begriindung* kommt hier einer Einschrankung gleich. Viskose Reibung ist diffusiver Impulstransport,
falls alle Geschwindigkeitsvektoren alle in die gleiche Richtung zeigen. Ansonsten unterliegt nicht der Im-
puls, sondern die ,,Vortizitat“ (gegeben als Vxv mit V dem Gradienten-Vektor und x dem Kreuzprodukt)
dem diffusiven Transport. Wir bleiben bei einer Strdmung in nur eine Richtung mit einem Gradienten
senkrecht zur Richtung der Strémung und einer Wand parallel zur Strdmung. Die Tangentialspannung auf
die Wand o ist gegeben als

D=18-10"

P(L/M+1/M,) em® 18107 T2/ Ju em?
- N
KeT

pc,Q s Q ( Jg s
V)n

18:10° 14T 1 ecm? (18:10° 1 [rn ) [8k,T 1
= _——— T = mT— [— —OC<V>}\,
O kB\/ﬁ(EjG s Ok \8k J\ 7 (ﬁ]c
Vv Vv
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Glg. 3.4.3

dv
c=nN—"

dz

7 ist hier die Viskositét. (Sie heiflt auch ,,dynamische Viskositit, zu unterscheiden von der ,,kinemati-
schen Viskositit®, die in Glg. 3.4.5 eingeflhrt wird.) Die Kraftdichte f (Kraft pro Volumen) auf ein kleines
Volumenelement resultiert aus dem Unterschied der Geschwindigkeits-Gradienten zu beiden Seiten dieses
Elements:

Glg.3.4.4

dv
f = =nViv
1 dz? n

Diese Kraftdichte wird das Medium beschleunigen. GemaR dem 2. Newtonschen Axiom (,,Kraft = Masse
x Beschleunigung®) ist die Beschleunigung invers proportional zur Dichte:

Glg. 3.4.5
d’v d?v

dv
dt

n
pdz® Yz

Diese Gleichung hat die Form des 2. Fick’schen Gesetz. Im zweiten Schritt wurde die Grolie n/p durch die
kinematische Viskositat v ersetzt. v hat die Einheit m?/s, ist also eine ,,Diffusionskonstante*. Fiir die kine-
tische Gas-Theorie ergibt sich die Relation

Glg. 3.4.6
1. N
~—A—
n v (v)m
Nachdem N/V m die Dichte ist, ergibt sich flir die kinematische Viskositat
Glg. 3.4.7
1
~ =\
Va2 (y)

Fur Gase ist der Der Wert von v derselbe wie die Diffusivitét der Partikel D. In Flussigkeiten ist die kine-
matische Viskositat in der Regel um etwa einen Faktor 1000 groRer als die Partikel-Diffusivitat.

Man beachte: In Gasen steigt die Viskositat mit steigender Temperatur. (In Flissigkeiten ist das Ge-
genteil der Fall). Weiterhin ist die Viskositat aus Glg. 3.4.6 Druck-unabhangig wegen A oc (N/V)™L.

Merke

— Auch Wérme und Impuls werden in Gasen diffusiv transportiert.

— Die thermische Warmediffusivitit At und die kinematische Viskositat v haben in Gasen in etwa
dieselben Werte wie die Partikel-Diffusivitat.

— In Flussigkeiten sind At und v etwa 1000 mal groRer als D, weil StoRe den Impuls und die Wérme-
energie effizient weiterleiten, die Partikel sich aber in transienten lokalen Ké&figen befinden.
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3.5 Das Stokes-Einstein-Gesetz

Wir hatten fur Gase in Glg. 2.4.2 aus der MolekilgréRe die mittlere freie Weglange abschétzen kon-
nen. Aus dem Gleichverteilungssatz schatzen wir die mittlere Geschwindigkeit und damit die Zeit zwi-
schen zwei StoRen ab. Mit Glg. 3.3.2 gelangen wir zu einer Abschétzung der Diffusivitat. In Flissigkeiten
stoBen die Partikel so oft, dass die Anwendbarkeit dieser Argumente fraglich wird. Fir Flussigkeiten fiihrt
die Stokes-Einstein-Relation zu einer Abschatzung der Diffusivitat. Die Stokes Einstein-Relation wird im
Anhang bewiesen (Abschnitt 6.3).

Betrachte zunéchst kolloidale Kugeln mit einem Durchmesser gréRRer als dem Durchmesser der umge-
benden Molekdile und betrachte weiterhin eine Situation mit hoher Verdinnung (also ohne Wechselwir-
kung zwischen den Kugeln). Fur solche Kugeln besagt die Stokes-Einstein-Relation

Glg. 3.5.1
kT

D =
5 6mnr

Der Index SE bezeichnet die Diffusion nach Stokes-Einstein. Der Term 6mmr im Nenner heif3t auch Rei-
bungskoeffizient, meist mit £ bezeichnet. Der Reibungskoeffizient ist der Quotient aus Reibungskraft und
Geschwindigkeit. Man kann ihn mit Sedimentations-Experimenten messen. Verwechseln Sie nicht diesen
Reibungskoeffizienten mit der Grolke u = Fy/F. aus Tribologie. p ist dimensionslos. Stokes hat den Rei-
bungskoeffizienten fiir Kugeln errechnet als

Glg. 3.5.2
I:fric
&= =6mnr
\%

Dies ist das ,,Stokes Gesetz*“. Einstein leitete die folgende Relation her

Glg. 3.5.3
D, - ke T
€

Kombination von Glg. 3.5.2 mit Glg. 3.5.3 fuhrt zum Stokes-Einstein-Gesetz (Glg. 3.5.1).

Angewandt auf Molekile gilt das Stokes-Einstein-Gesetz zunéchst nicht, weil Molekiile erstens keine
Kugeln sind und weil sie zweitens nicht wesentlich groRRer sind als die Molekiile der Umgebung. Man
schreibt gleichwohl

Glg. 3.5.4
)

D =
£ 6mnr,

Dabei fasst man diese Relation aber als eine Definition des hydrodynamischen Radius ry auf. Diese Defini-
tion ist hilfreich, weil ryoft in der GroRRenordnung des halben Molekildurchmessers liegt und weil es eine
Korrelation zwischen Viskositat und MolekiilgréRe einerseits und Diffusivitit andererseits gibt. Je visko-
ser ein Medium, desto langsamer die Diffusion.®® Je groRer ein Molekl oder ein Korper, desto langsamer

% Deshalb verwendet man als Elektrolyten in Batterien vorzugsweise Fliissigkeiten mit geringer Viskositat.
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dessen Diffusion. Deshalb sind die Botenstoffe in der Biologie (Hormone, Neurotransmitter, second mes-
sengers) oft kleine Molekdile und nicht Proteine. (Dafiir gibt es noch weitere Griinde.)

Weil die meisten kleinen Molekile ungeféhr ein Nanometer groR sind und weil die Viskositaten der
meisten einfachen Flissigkeiten mit mPa s-Bereich liegen, darf man sich fir die Diffusivitat von kleinen
Molekiilen in den gewohnlichen Fliissigkeiten die GroRenordnung 10-° cm?/s = 10~° m?/s merken.

GemiB der Einstein’schen Vorstellung ist die Diffusion eine Konsequenz vielfacher St63e mit den
umgebenden Ldsungsmittel-Molekiilen. Diese tben eine Zufallskraft auf das Testteilchen aus. Sollte man
nicht erwarten, dass die GréRe der Zufallskraft (sei sie R(t) genannt) einen Einfluss auf die Diffusivitat hat?
Die Zufallskraft kommt aber in der Stokes-Einstein—Relation nicht explizit vor. Das liegt daran, dass die
Grolke der Zufallskraft ihrerseits eine Funktion der Viskositét ist. Dies ist eine der Anwendungen des
»Fluktuations-Dissipations-Theorems* (FDT). Dies besagt

Glg. 3.5.5
[(R(R(t+1)), dv=2KkyTE = 2Kk,T (6nr)

Die GroRe auf der linken Seite ist das Integral tber die Autokorrelationsfunktion der Zufallskraft. Beach-
ten Sie: Die Funktion R(t) selbst ist nicht bekannt. Sie ist ja Zufalls-bestimmt. Die Autokorrelationsfunk-
tion ist aber sehr wohl bekannt. Zur Autokorrelationsfunktion (ACF) siehe auch die Abb. 3.6. Der mathe-
matische Beweis des Fluktuations-Dissipations-Theorems findet sich z.B. in Wikipedia. Der Sachverhalt
ist auch ohne Mathematik plausibel. Die Dampfung der Bewegung gemal dem Stokes-Gesetz und die An-
regung der diffusiven Bewegung haben eine gemeinsame Ursache, ndmlich die St6l3e mit den umgebenden
Molekdilen.

Das Fluktuations-Dissipations-Theorem ist ein Eckpfeiler der statistischen Physik. Es gilt sehr allge-
mein. Andere Konsequenzen sind, dass das Spannungsrauschen eines Ohm’schen Widerstands proportio-
nal zur GroRe dieses Widerstands ist. Man spricht vom ,,Widerstandsrauschen. Eine andere Konsequenz
ist, das schwarze Objekte Strahlung nicht nur gut absorbieren, sondern auch effizient emittieren. Diese Ei-
genschaft ist wichtig fiir das Spektrum des ,,schwarzen Korpers®.

Merke

— Fr kolloidale Kugeln sagt das Stokes-Einstein-Gesetz die Diffusivitét in Fllssigkeiten vorher als
D = kgT/(6mnr).

— Fur Molekle schreibt man D = kgT/(6mmrs) mit r, dem hydrodynamische Radius. Dieser ist tber die
Stokes-Einstein-Relation definiert: ry := ksT/(6nnD).

3.6  Weitere Losungen des 2. Fick’schen Gesetzes

In Abschnitt 3.2 war die GauB-Funktion als Losung des 2. Fick’schen Gesetzes zu c(X,t = 0) = 3(X)
eingeflihrt worden. Wir betrachten jetzt noch weitere Lésungen.

Weil das 2. Fick’sche Gesetz linear in der Konzentration ist, gilt das Superpositionsprinzip. Wenn die

Anfangsbedingung aus zwei d-Funktionen besteht, besteht auch die Lésung aus zwei GauB-Funktionen.
Allgemein gilt
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Glg. 3.6.1

c(x,t>0)=

L Tl (%)
exp| — c(x,t=0)dx’
4nDt:!; p( 4Dt J( )

Es handelt sich um ein sogenanntes Faltungs-Integral. Die GauB-Funktion ist der ,,Integral-Kern“. Ach-
tung: Der Raum erstreckt sich hier von —co nach +ow0. Es gibt keine Randbedingungen (was das Problem
vereinfacht).

Betrachte erneut einen unendlichen eindimensionalen Raum, aber sei die Anfangsbedingung von der
Form

Glg. 3.6.2
c¢(xt=0)=c,, +Accos(gx)

Sei Ac << cag. Wir raten die Lésung als

Glg.
Cag +ACCOS (X ) exp(-Dg’t) 363

c(xt)

Der Beweis erfolgt erneut durch Probe. Diese Losung
spielt in der Vier-Wellen-Mischung und in der Dyna-
mischen Lichtstreuung die zentrale Rolle (Abschnitt
3.7). Diese Losung ist insofern etwas speziell, als die
Gestalt der Funktion c(x,t) — Cayg Sich in diesem Fall
zeitlich nicht veréndert. c(x,t) — Cavg ,,faktorisiert in
einen Raumanteil und einen Zeit-Anteil.>” Der Zeitan-
teil folgt einen Exponentialgesetz. Eine Faktorisierung Abb. 3.2

der Losung einer PDE in einen Raum-Anteil und einen | zyr piffusion in ein Medium hinein, wenn die
Zeitanteil (letzterer eine Exponential Funktion) spielt Konzentration am Rand festgehalten wird.

in der Akustik und in der Quantenmechanik die alles \évA\r/\évx.gs;inzeshare.net/abdasalamsaberl/ chs-
uberragende Rolle. In diesen beiden Féllen ist der

Zeit-Anteil von der Form exp(iwt) mit o einer Schwingungsfrequenz. Die zugehdrigen Raum-Anteile hei-
Ben in der Akustik die ,,Schwingungsmoden®; in der Quantenmechanik heif3en sie ,,Orbitale®. Oben waren
mit Wahl der Anfangsbedingung als einer Welle eine geschickte Wahl getroffen worden. Fir diese Wahl
der Anfangsbedingungen faktorisiert die Losung. Im Allgemeinen (wenn z.B. die Geometrie des Raums
kompliziert ist oder D vom Ort abhangt) ist es absolut nicht trivial, diejenigen Anfangsbedingungen zu fin-
den, fuir welche die zugehdrige Lésungen in einen Raum-Anteil und einen Zeit-Anteil faktorisieren. In der
Sprache der Quantenmechanik: Die Orbitale zu finden, ist das zentrale Problem der Quantenchemie.

Concentration of diffusing species

Distance

Als néchstes betrachten wir ein Randwert-Problem. Sei der Raum halbunendlich, sei die Konzentra-
tion zum Zeitpunkt t = 0 Gberall gleich einem Wert couk, und sei die Konzentration bei x = 0 (,,an der

57 Aus mathematischer Sicht kdnnte cavg durchaus auch null sein. cayg > Ac wurde gefordert, damit die Konzentration tberall posi-
tiv ist.
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Wand®) fiir alle Zeitpunkte t > 0 gegeben als Csurt # Cou. Das Material wird dann von der Wand in das be-
treffende halbunendliche Medium hinein-diffundieren (oder auch hinaus-diffundieren, falls es sich um ei-
nen Trocknungs-Prozess handelt). Die mathematische Behandlung ergibt

C(X) ~ Couik _

00 =Gy _grf (X]
Court — Cpuc 24Dt

Glg. 3.6.4

Die Errorfunktion (erf) ist das Integral tber die Gaul3-Funktion. Der Beweis von Glg. 3.6.4 kann erneut
uber die Probe erfolgen. Die Ldsung aus Glg. 3.6.4 ist in Abb. 3.2 skizziert.

Eine Anwendungen dieses Problems ist die (Fick‘sche) Sorption eines Losungsmitteldampfes in einen
dicken Polymerfilm hinein. Eine zweite Anwendung ist Diffusion von Produkten einer elektrochemischen
Reaktion weg von der Elektrode.%® Fiir beide Falle darf man sich merken, dass die geflossen Menge wie t'/2
skaliert. Das kann man —wenn man Glg. 3.6.4 kennt — durch Integration von Glg. 3.6.4 herleiten. Man
kann es sich aber auch ohne Kenntnis der Losung aus ,,Skalen-Argumenten‘ ableiten. Die zugrundelie-
gende Geometrie des Problem hat keine charakteristische Lange. Die einzige L&nge des Problems ist die
GroRe (Dt)¥2. Deshalb muss die Losung von der der GroRe x/(Dt)Y2? abhangen, so wie dies ja in Glg. 3.6.4
in der Tat der Fall ist. Das Integral tiber diese Funktion muss dann immer proportional zu (Dt)*? sein, un-
abh&ngig davon, wie die Funktion genau aussieht. Wenn die Zeit voranschreitet, andert sich die Gestalt des
Konzentrationsprofils nicht. Das Profil wird lediglich um einen bestimmten Faktor breiter und das Integral
steigt deshalb um genau diesen Faktor an. Aus diesem Skalenargument folgt, dass in Sorptions-Experi-
menten in der Anfangsphase der Anstieg der Masse Am(t) wie t¥2 skaliert. Es gilt

Am(t) 8 /Dt
Am(t:w)_ﬁdﬁlm

dsim ist die Filmdicke. Der Zahlenfaktor ist nicht tri-
vial.

Wir schlieRen mit einem weiteren Randwert-
Problem, bei dem wir uns aber nur das Konzentrati-
ons-Profil nach langen Zeiten interessieren. Sei gege-
ben ein Intervall der Breite L mit zwei verschiedenen
Konzentrationen an den beiden Randern (Abb. 3.3).
Sei die Konzentrationsdifferenz Ac. Nach einiger
Zeit wird dieses System einen stationdren Zustand
einnehmen (dc/dt = 0). Das Konzentrationsprofil
wird eine lineare Rampe sein. Die Flussdichte wird
gemal 1. Fick’schen Gesetz gegeben sein als
J=-Ddc/dx =D Ac/L. Eine solche Situation findet
man an Grenzflachen vor, wenn das Bulk der Flussig-
keit gertihrt wird.>® Im Bulk besteht konvektiver

58 Oder eine Diffusion von Edukten hin zur Elektrode.

Glg. 3.655

j=—-zFJ :—de—C
dz 5

N
~ DZF Cbulk

| N

bulk

c(2)

0

surface ~

!

Dicke der Grenzschicht
mit diffusem Transport
(,Nernst-Schicht)
3~ 100 um
Abb. 3.3
Innerhalb der der Nernst-Schicht ist der Transport
diffusiv. Das Konzentrationsprofil ist in etwa linear.

Die Flussdichte ist gegeben durch DAc/dn mit Sy der
Schichtdicke.

%9 Genaugenommen gibt es einen kleinen Unterschied zwischen der ungeriihrten Grenzschicht (auch ,,laminare Grenzschicht*) und
der Schicht, in welcher der Transport rein diffusiv erfolgt. Die letztere ist etwas dunner als die erstere.
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Transport. Die Konzentration ist ungefahr raumlich konstant. An der Oberflache gibt es aber die unge-
rihrte Schicht (in der Elektrochemie: ,,Nernst-Schicht®). Innerhalb dieser fallt die Konzentration linear ab.

Merken Sie sich an dieser Stelle zunéchst, dass es an Oberflachen, durch welche eine Masse hindurch-
tritt (eine Elektrode, die Flussigkeit oberhalb eines sich aufldsenden Kiristalls, die Luft oberhalb eines
trocknender Films, eine fllssig-flissig-Grenzflache) stets diese ungerihrte Grenzschicht gibt. Die unge-
rihrte Schicht begrenzt in der Regel die Geschwindigkeit des
Massentransfers iber die Grenzflache hinweg. Rihren hilft an o birfeimich W
dieser Stelle nichts. Merken sie sich zweitens, dass man sich
bei der Betrachtung von PDEs bisweilen nur fir das Langzeit-

Verhalten interessiert. Dieses ist bisweilen einfacher zu erhal- Heating lover gl
ten als die volle Losung. &

v, g Sample solution
Me—rke Heatng laser Probing laser

— Wenn die Anfangsbedingung zum 2. Fick’schen Gesetz eine | Abb. 3.4 _
ebene Welle ist, verdndert sich die Gestalt der Losung im mvgsg]gflléighm:f gl:g/%aper/M easu-
Laufe der Zeit nicht. Die Losung faktorisiert in einen rement-of-mass-diffusion-coefficient-by-
Raum-Anteil und einen Zeit-Anteil. Diese Faktorisierung the-(-Yamamoto-Nagasaka/
ist auch in der Quantenmechanik von grof3er Bedeutung gggg/fggzlri%zeom09a5630892d6dc5f55
(Stichworte: Schrodinger-Gleichung, Orbitale).

— Wenn Material von einer Wand in ein Medium
hineindiffundiert, skaliert die geflossene Menge wie (Dt)*2,

— Wenn Material tiber eine Spalt der Breite L mit konstanten Konzentrationen an den Randern diffundiert,
gilt J = DAc/L. Diese Situation findet man oft an Grenzflachen vor. Die Diffusion durch die ,,Nernst-

Schicht* limitiert den Massentransfer. Rihren hilft an dieser Stelle nicht weiter.

3.7 Exkurs: Vier-Wellen-Mischung und Dynamische Lichtstreuung

Im Umfeld von Glg. 3.6.3 war berichtet worden, dass eine wellenférmige Konzentrationsverteilung
unter dem Einfluss des 2. Fick’schen Gesetzes ihre Gestalt im Laufe der Zeit nicht dndert. Lediglich die
Amplitude sinkt. Das Problem mag als Praxis-fern erscheinen, aber das ist es nicht. Wir beschreiben im
Folgenden mit der Vier-Wellen-Mischung und der Dynamischen Lichtstreuung zwei Anwendungen.

Bei der Vier-Wellen-Mischung kreuzt man zwei intensive Laserstrahlen in der Probe, so dass sich ein
wellenférmiges (1) Interferenzmuster ergibt. Dieses Muster nimmt einen Einfluss auf die Konzentrations-
Verteilung. Das Licht kénnte Farbstoffe bleichen. Nachfolgend wiirde man die Diffusion von gebleichten
und ungebleichten Farbstoffen beobachten. Diese Methode fiihrt den Namen ,,Forced Rayleigh Scatter-
ing“. Das Licht kénnte auch die Probe heizen und tiber Thermophorese (Abschnitt 4.3) eine Konzentrati-
onswelle erzeugen. Das Auslesen der Konzentrationswelle kann — recht einfach — liber die Beugung eines
dritten Lichtstrahls an diesem Gitter erfolgen. Die Intensitat am Detektor ist dann (in den einfachen Fallen)
von der Form exp(-Dg?t) mit g dem Wellenvektor der Konzentrationswelle. Das Verfahren ist in Abb. 3.4
illustriert.

Noch bedeutsamer aus praktischer Sicht ist die Dynamische Lichtstreuung (dynamic light scattering,
DLS). In der Dynamischen Lichtstreuung macht man sich die spontanen Fluktuationen der Konzentration
zunutze. Diese streuen (sofern sie an eine Fluktuation des Brechungsindex gekoppelt sind) das Licht. Al-
lerdings interferieren die allermeisten die in dieser Weise erzeugten optischen Sekundérwellen in irgendei-
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ner Weise wechselseitig zu Null. Wenn man mit einem koharenten Laser einstrahlt und unter einem be-
stimmten Winkel detektiert, interferieren nur diejenigen Sekundarwellen nicht zu Null, die von einer ebe-
nen Welle von Konzentrationsfluktuationen erzeugt wurden, deren Wellenvektor gerade der Differenz
Kout — Kin €ntspricht. kin und kou Sind hier die Wellenvektoren des einfallenden und des gebeugten Strahls.
Alle anderen Fluktuation werden nicht sichtbar. Das Messverfahren ,,projiziert” diese Fluktuationen her-
aus.

Nun gibt es in der DLS keinen Zeitpunkt t = 0, zu dem ein 3
Experimentator das Gitter prapariert hatte. Ohne Beweis berich- - R . -
ten wir, dass die Funktion exp(—Dg?) sich im Falle der DLS in g‘/"\_ /’/'-, /
der Autokorrelationsfunktion des gestreuten Lichts wiederfindet. — : 7= ok
Abb. 3.5 skizziert das Vorgehen. Man fokussiert einen Laser- L e -
Strahl in eine fllssige Probe hinein® und registriert die gestreute ]
Licht-Intensitat. Man kann den Streuwinkel variieren, aber oft ' i /‘ﬁv\b'MVWM l‘\"\f'
lasst man den Winkel fest (z.B. bei 90°). Die Zeitabhangigkeit
gestreuten Intensitét I(t) wird on-line von einem Hardware-Korre- -
lator umgerechnet in eine Autokorrelationsfunktion (ACF)®, ge- Abb. 3.5
nannt g@(t). Die hochgestellte (2) zeigt an, dass es sich um eine Zum Messprinzip der dynamischen Licht-

. . . streuung

Intensitats-Autokorrelation handelt, zu unterscheiden von der en.wikipedia.org/wiki/Dyna-
Feld-Autokorrelationsfunktion g (der ACF des elektrischen Fel- | mic_light_scattering

des). Die Funktion g®@(t) ist definiert als
Glg.3.7.1

_ I(t+1:)|(t)>
(1)

Gewinkelte Klammern bezeichnen den Zeit-Mittelwert. Die Umrechnung von der ersten Form in die
zweite Form ist nicht-trivial. Wir lassen sie hier ohne Begriindung stehen.

Die Berechnung der ACF wird in Abb. 3.6 illustriert. Man verschiebt die Kurven I(t)—<I> gegenei-
nander und bildet die Mittelwerte der Produkte. Wenn man nur um kleine Zeiten verschoben hat, sind die
Produkte Uberwiegend positiv. Bei grofReren Verschiebungen sind die Kurven unkorreliert. Die Produkte
sind deshalb in etwa ebenso oft positiv wie negativ und der Mittelwert ergibt null. Bei der ACF handelt es
sich um die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine Probe, welche zum Zeitpunkt t stark streute, zum Zeit-
punkt t + T immer noch stark streut. Je schneller die Probe in ihrer Struktur fluktuiert, desto schneller zer-
fallt die ACF.

Falls die Streuzentren kleine Teilchen sind (Polymerketten, kolloidale Kugeln, ...), falls die Teilchen
nicht miteinander wechselwirken, falls sie der Brown‘schen Bewegung unterliegen, und falls es keine
Mehrfach-Streuung gibt, folgt die ACF der Gleichung

60 Der fokussierte Strahl kann immer noch als eine nahezu ebene Welle gelten. Man fokussiert, damit das untersuchte Volumen
klein wird.
61 Eine Autokorrelations-Funktion in der Zeit.
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Glg. 3.7.2
g (x)-1= (exp(—q2 Dn:))2 = exp(-29°Dr)

D ist der Diffusionskoeffizient. Das Quadrat resultiert, weil die Intensitat autokorreliert wird, nicht das ge-

streute elektrische Feld. Wie Glg. 3.7.2 zeigt, kann man kann
mit der Dynamischen Lichtstreuung relativ einfach Diffusivitaten
bestimmen.

Wenn die Probe Partikel enthélt, rechnet man den Diffusi-
onskoeffizienten oft mit der Stokes-Einstein-Relation in einen
hydrodynamischen Radius r, um. GemaR der Stokes-Einstein-
Relation (Abschnitt 3.5) unterliegt die Diffusivitat der Gleichung
D = kgT/(6mnry). Der ,,hydrodynamische Radius® ry ist derjenige
effektive (oder auch nur apparente) Radius, der sich aus der An-
wendung der Stokes-Einstein-Gleichung auf die Diffusivitat
ergibt. Auch Stabchen haben einen hydrodynamischen Radius in
diesem Sinne. Folgend diesem Verfahren, wird die DLS vielfach
benutzt, um TeilchengréfRen und deren Verteilungen abzuschét-
zen.

<I>

“%ku M
AL i

Gestreute Intensitat I(t)

Zeitt

n
o

Autokorrelationsfunktion
=
o

Merke 1.0
) o o ) 1 10 100
— Die DLS ist ein relativ einfaches Verfahren zur Bestimmung T [W.E.]
der GroRe von kolloidalen Partikeln.
— Die DLS basiert auf einer Analyse der Intensitats- Abb. 3.6
Autokorrelationsfunktion. In den einfachen Fallen zerfallt Zur Berechnung der Autokorrelationsfunktion.

diese wie exp(-2Dg?t).
— Man rechnet von D mit Hilfe der Stokes-Einstein-Relation auf die PartikelgréRe um.

3.8 Diffusion in Gegenwart von Wechselwirkungen

Bei der Modellierung der Diffusion uber Irrfliige wurde stets implizit die Wechselwirkungsfreiheit an-
genommen. Diese Annahme ist nur bei hoher Verdiinnung gultig. Fur konzentrierte Stoffe muss man
schreiben

Glg. 3.8.1

c
J = _Kﬁ DSEVH

l ist das chemische Potential. Getrieben wird die Diffusion also nicht von einem Konzentrations-Gradien-
ten, sondern von einem Gradienten des chemischen Potentials. Das chemische Potential berlicksichtigt
(Uiber den Aktivitatskoeffizienten) die Wechselwirkungen zwischen Molekilen. Fir repulsiv wechselwir-
kende Molekiile werden sich Konzentrationsgradienten schneller ausgleichen als fur nicht wechselwirkende
Molekiile. Fir attraktive Wechselwirkungen kann die Diffusion sogar entgegen dem Konzentrationsgradi-
enten erfolgen. Dies tritt bei der spinodalen Entmischung ein. Die spinodale Entmischung endet in einer
Phasenseparation. Der Parameter K in Glg. 3.8.1 ist der ,,Sedimentations-Koeffizient”. Er beriicksichtigt
hydrodynamische Wechselwirkungen. Diese Wechselwirkungen flieBen in den Aktivitatskoeffizienten
nicht mit ein.
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Betrachte eine nahezu ideale Losung. Sei der Parameter K gleich 1. Dann vereinfacht sich Glg. 3.8.1
wie folgt

Glg. 3.8.2

c @ c
J :—KRTDSEV(” +RT Inyczjz—

% DeeV (1 +RTInc—Inc” ) = —Dy Ve
Im zweiten Schritt wurde angenommen, dass der Aktivitatskoeffizient y ungeféhr 1 ist. Man findet
dann das 1. Fick’sche Gesetz. So muss es sein.

Fur konzentrierte Systeme unterscheidet man zwischen einem ,,kooperativen Diffusionskoeffizienten*
Dcoop Und einem ,,Selbst-Diffusionskoeffizienten, Dseir. Der Parameter Dcoop bestimmt den Stofftransport
gemaR dem 1. Fick’schen Gesetz. Man schreibt J = — DcoopVC mit J der Flussdichte und ¢ der Konzentra-
tion. Der Parameter Dt beschreibt die Brown‘sche Bewegung gemaR <(r — ro)>% = 6Dseit mit <(r — ro)>2
dem mittleren Verschiebungsquadrat. Bei hoher Verdiinnung gilt Deoop & Dseit & Dse. Abseits der hohen
Verdlinnung sind die quantitativen Details der Diffusion kompliziert.

Auch die Multikomponenten-Diffusion ist ganz aul}erordentlich kompliziert, weil es Kopplungen gibt.
Man stellt eine Matrix auf, die alle Flisse mit allen Konzentrations-Gradienten verbindet:

Glg. 3.8.3
J; D, .. .. |fVg

J v e Dy |\ Ve,

Aufgrund der oben genannten Komplikationen hédngen nun alle Eintrége in S X
der Matrix ihrerseits wieder von den Konzentrationen ab. Eine Randbemer- : :‘ '
kung: In bindren Mischungen ist immer D1, = D21. Dabei wird die Diffu- "
sion relativ zur gemeinsamen Schwerpunktsbewegung gemessen. , il

Weitere Komplikation ergeben sich, wenn das umgebende Medium
viskoelastisch ist oder wenn es strukturiert ist (wie das Innere einer biologi-
schen Zelle). Diffusiver Transport unter diesen Bedingungen ist sehr wich-
tig. Er ist aber gleichzeitig so kompliziert, dass man oft die Kontinuums-
Gleichungen hinter sich lasst und seine Hoffnung auf Molekulardynamik- Abb. 3.7

. . . .. . Wenn Repulsion dominiert,
Simulationen setzt. Dasselbe gilt auch fir Polymere und metallische Werk- | .5y o0 ioian Syste-

StOﬁe men d|e Dself < Dcoop-
Merke

ativen Transport

— Die Diffusion bei hohen Konzentrationen, in Multikomponenten-Systemen und in komplexen
Umgebungen kann sehr kompliziert sein.

— Der kooperative Diffusionskoeffizient (definiert Giber die Flussdichte gemaR 1. Fick’schen Gesetz) ist
bei Vorliegen von Wechselwirkungen ungleich dem Selbst-Diffusionskoeffizient (definiert iber das
mittlere Verschiebungsquadrat). Nur bei hoher Verdiinnung sind beide gleich der Stokes-Einstein-
Diffusivitat.
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4 Thermodynamik abseits des Gleichgewichts
4.1 Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik

Wenn ein thermodynamisches Gleichgewicht besteht, vereinfacht dies alle Vorhersagen Gber die Ei-
genschaften der Materie enorm. Ein groRer Teil der sogenannten Thermo“dynamik‘ beruht auf dem ther-
modynamischen Gleichgewicht.®? Im Licht dieser Situation mag man fragen, was denn der Inhalt einer
Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik sein solle. Auf diese Frage gibt es mehrere Antworten:

— Man kann nahe des Gleichgewichts ein lokales Gleichgewicht postulieren. Damit ist gemeint, dass al-
len Flussen, die von Gradienten in irgendwelchen Parametern verursacht sind, thermischen Bewegungen
Uberlagert sind und dass auf lokaler Ebene die Netto-Driftbewegung langsamer als die thermische Be-
wegung ist. Dieses lokale Gleichgewicht fuhrt zu diffusivem Transport (Transport tber Irrflige). In
diesem (,,linearen*) Bereich sind stets die ,,Fliisse* proportional zu korrespondierenden ,,Kraften*.

— Man kann fordern, dass das Gleichgewicht schwach gestort ist und dass das System Uber Relaxationen
zum Gleichgewicht zuruckfindet. Relaxationen sind in diesem Kontext eng verwandt mit Irrfltigen.
Die betreffenden Variablen fluktuieren und der Fluktuation ist eine langsame Drift in Richtung des
Gleichgewichts tberlagert (so wie die Migration eines lons in einer Flissigkeit als eine langsame Drift
der wesentlich schnelleren Brown‘schen

Bewegung lberlagert ist). Diese Situa- Gleich- Lineares Nicht- Dissipative
tion flihrt zur Theorie der linearen Ant- gewicht gleichgewicht “ L,f o
wort. =0 & minimal oHeung
stationare Zustande
— Eine dritte Antwort betrifft Situationen J=LX
mit starker gestortem Gleichgewicht. In >
diesen Situationen (auRerhalb des linea- Albweichung vom Giechgewict
ren Bereichs) kommt es oft zu der soge- Abb. 4.1
nannten dissipativen Strukturbildung. Eine ,,Concept Map“ zum Nicht-Gleichgewicht.

4.2 Relaxationen nahe am Gleichgewicht

Wenn ein System sich nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht befindet, relaxieren die makro-
skopischen Parameter zu ihren Gleichgewichtswerten gemaR einer Exponentialfunktion. Das liegt daran,
dass der zeitlichen Entwicklung ein schneller Irrflug Gberlagert ist.

Sei der makroskopische Parameter x genannt. Die Entropie in der N&he des Gleichgewichts wird Tay-
lor-entwickelt geman

Glg. 4.2.1
2
S(X) ~ S —a(x—(x)eq)

o ist ein Koeffizient, dessen Wert nicht zu interessieren braucht. Die Anzahl der Mikrozustdnde Q(x) zu x
ist gegeben als

62 Es wurde vorgeschlagen, statt Thermodynamik das Wort Thermostatik zu verwenden. Die Thermodynamik beschreibt — erstens
— stationdre Situationen und sie sagt — zweitens — voraus, welche dynamischen Prozesse nicht spontan ablaufen, ndmlich alle Pro-
zesse mit AG > 0. Die Frage, ob die spontanen Prozesse auch wirklich ablaufen (oder ob sie unbeobachtbar langsam ablaufen),
erfordert kinetische Betrachtungen.
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Glg. 4.2.2

Wir nehmen an, dass dx/dt = k — k’, wobei k und k' Raten von Prozessen sind, die hin zum Gleichgewicht
bzw. weg vom Gleichgewicht fiihren. k und k’ sollen gemaR Annahme einzeln deutlich groRer sein als die

Differenz zwischen beiden (Jk — k’| << |k[). k und k" hdngen ab
von der Anzahl der zugédnglichen Zielzustdnde Q(x £ AX):

Glg. 4.2.3
k =k, Q(x—AXx)

k'=k, Q(Xx+AX)
Ko ist eine Rate unabhangig von der Verfugbarkeit der Zielzu-
stdnde. Eingesetzt ergibt sich

Glg. 4.2.4
d(x—(x)eq)

dt
=k, (Q(x+Ax) - Q(x - AX)) = 2k,AX

Zoc(x—(x)eq)

K

oc k'—k

dQ(x)
dx

= 2k, AXQ(X)| —

Im letzten Schritt wurde die Kettenregel angewandt. Wir benut-
zen Q(X) = Qmax Und gelangen zu

Glg. 4.2.5

d(x_<x>eq) 4k, AxaQ, .,
K (X_<X>eq)

A x(t) - <x>

eq

Triebkraft

A Entropie S
L X—=<X>

o -

o

>

|

N
Xy

Abb. 4.2

Nahe dem Gleichgewicht erfolgen die Relaxatio-
nen hin zum Gleichgewicht exponentiell. Dies
liegt daran, dass die Triebkraft proportional zur
Entfernung zum Gleichgeweicht ist.

Dies ist das gesuchte Geschwindigkeitsgesetz erster Ordnung. Abb. 4.2 illustriert die zeitliche Entwicklung

von x(t).

4.3 Lokales Gleichgewicht, verallgemeinerte Krafte und Flisse

Mit lokalem Gleichgewicht ist — etwas verkiirzt — gemeint, dass es zwar Gradienten in Temperatur,
Konzentration, elektrischem Potential, ... gibt, dass aber die von diesen Gradienten erzeugten Fliisse auf
einer Driftbewegung beruhen, die der Brown‘schen Bewegung tberlagert ist.

Wenn es ein lokales Gleichgewicht gibt, besteht immer eine Korrespondenz zwischen sogenannten
,.Kriften* und den korrespondierende ,,Fliissen”. Tabelle 4.1 nennt solche Paare.
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Kraft Strom Ph&nomenologischer Kommentar
Koeffizient
Warmeleitung AUT) Q Warmeleitfahigkeit « Q- Warmestrom
Diffusion Ap/T Jk Diffusivitat D K: Index fur die Komponente (die Spezies)
Chem_ische AGIT 12 &: Reaktionslaufzahl, definiert tiber
Reaktionen d& = Zdnk/vk mit n der Stoffmenge und vk
dem stochiometrischen Koeffizienten.%
Elektrizitat uiT I Leitfahigkeit « U: Spannung, I: Strom

Tabelle 4.1
Paare von Kraften und Strémen
Die Variablen sind so gewéhlt, dass das Produkt aus Kraft und Fluss eine Rate der Zunahme der Entropie ergibt.

Ohne Beweis: Das System strebt zu einem stationdaren Zustand, in welchem diese Rate ( G in Abb. 4.1) minimal wird.

Wenn die Kréfte und die Flisse proportional zueinander sind, kommt man schnell zu relativ einfachen par-
tiellen Differentialgleichungen, die das makroskopische Geschehen beschreiben.

Es sei am Rande noch ein weiteres Resultat der linearen Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik er-
wahnt. Bisweilen gibt es gekoppelte Kréfte und Flisse. Beispielsweise kann ein Temperatur-Gradient ei-
nen Materialfluss erzeugen. Dieser Prozess fiihrt den Namen Thermophorese.’ Wenn eine solche Kopp-
lung vorliegt, besteht sie stets auch in der anderen Richtung und zwar in der gleichen GroRe. Fir das hier
gewahlte Beispiel erzeugt dann ein Konzentrationsgradient auch einen Warmefluss und dieser Warmefluss
errechnet sich aus demselben Koeffizienten, der auch die Thermophorese beschreibt. Die allgemeine For-
mulierung dieses Sachverhalts fiihrt den Namen “Onsager-Relationen”.

4.4  Dissipative Strukturbildung

Etwas auBerhalb des linearen Bereichs kommt es bisweilen zur Strukturbildung. Der bekannteste Me-
chanismus der dissipativen Strukturbildung ist die thermische Konvektion nach Rayleigh und Bénard (Abb.
4.3). Wichtige dissipative Strukturbildungsprozesse dieser Art findet man auch bei der Embryogenese (bei
der Bildung eines strukturierten Embryos aus einem runden Ei). Es gibt aber eine Vielfalt von Strukturbil-
dungsmechanismen, die sich nicht einfach in die Thermodynamik einordnen lassen. Rissbildung in trocke-
ner Erde ist ein Beispiel. Diese Beobachtung bestatigt die Eingangsbemerkung, dass das thermodynami-
sche Gleichgewicht die zentrale Rolle in der Thermodynamik spielt. Sobald das Gleichgewicht (global und
lokal) verloren geht, tut man sich schwer, andere universelle Prinzipien zu formulieren. Man kommt dann
oft nicht umhin, die konkrete Dynamik der Prozesse fur jeden Prozess separat zu betrachten. So geschieht
es z.B. in der Hydrodynamik oder der Bruchmechanik. Hier gibt es Strukturbildungsprozesse (Turbulenz,
Riss-Muster), die von grofer praktischer Bedeutung sind, die aber nicht thermodynamisch beschrieben
werden. Bevor wir in die Einzelheiten gehen, sei betont, dass ausnahmslos alle realen Prozesse (technische
und natirliche) abseits des Gleichgewichts ablaufen.

Zunéchst zur Thermokonvektion: Sei gegeben eine Flissigkeit zwischen zwei Platten, von denen die
untere heifer ist als die obere. Bei kleinen Temperatur-Unterschieden kommt es lediglich zur Warmelei-
tung, ohne dass das Material flieRen wiirde. Oberhalb einer bestimmten Temperatur-Differenz kommt es

83 AGar = dG/dE ist die freie Reaktions-Enthalpie (nicht zur verwechseln mit der Standard-Reaktions-Enthalpie AGS)

64 Der Effekt ist nicht nur von akademischem Interesse. Er beschreibt eine Temperatur-getriebene Trennung von verschiedenen
chemischen Spezies und hat wahrscheinlich eine Rolle in der friihen Evolution (der prabiotischen Chemie) gespielt. Thermopho-
rese kann auch fiir die Stofftrennung benutzt werden (in einer Variante der ,,field flow fractionation®).
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zu einer Instabilitdt. Wenn durch eine Fluktuation ein bestimmtes VVolumen-Element um eine kleine Stre-
cke nach oben bewegt wird, befindet es sich in einer kalteren Umgebung. Zunachst wird es sich dann ab-
kiihlen. Gleichzeitig ist aber seine Dichte geringer als die Dichte der Umgebung, was eine Auftriebskraft
zur Folge hat. Wenn die Temperaturdifferenz hoch genug ist, wird die Fluktuation sich verstérken. Wegen
der Volumenerhaltung muss an anderen Stellen eine Strémung in umgekehrter Richtung erfolgen, die ge-
maR dem gleichen Mechanismus (nur mit umgekehrtem Vorzeichen) verstarkt wird.

Die genaue Form der Konvektionsstromung ist bei homogener Temperatur der unteren Platte zufalls-
bestimmt. Die Strukturbildung beinhaltet dann einen spontanen Symmetrie-Bruch. Die Grol3e der Kon-
vektionsrollen hangt von der Temperatur-Differenz ab. Je groRer diese Differenz, desto kleinraumiger die
Konvektionsrollen. Im Grenzfall schneller Konvektion zerfallt das Muster von Rollen und die Bewegung
wird chaotisch.

% ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ Cad Posterior

0000

t ¢t ¢ttt ||

Abb. 4.3 i
Bei der Rayleigh-Benard-Konvektion
steigen heiRere Bereiche mit geringer
Dichte auf. Die kalteren Bereiche sin- Bed
ken ab. Es bilden sich Konvektionsrol-
len.
https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh-
Bénard_convection

N

Anterior

Abb. 4.4

Die Strukturbildung in der Embryogenese wird von Morpho-
genen gesteuert (hier Cad und BcD). Diese reichern sich im
Rahmen eines Reaktions-Diffusions-Mechanismus mit positi-
ver Riickkopplung spontan an entgegengesetzten Enden des
Embryos an. Sollte die Reaktion stoppen (z.B. weil keine
Nahrstoffe mehr vorliegen), wird die Diffusion diesen Kon-
zentrations-Unterschied schnell zunichtemacht.

Abb. 4.4 behandelt einen anderen wichtigen Strukturbildungsmechanismus, der wéahrend der Embryo-
genese auftritt. Er wird durch Reaktions-Diffusions-Gleichungen beschrieben, wobei einige der Reaktio-
nen selbstverstarkend sind und weiterhin Inhibitoren vorliegen. In diesem Szenario wird an einer bestimm-
ten Stelle im Ei (der Ort ist zufallsbestimmt) eine bestimmte Substanz (ein ,,Morphogen®) in einer héheren
Konzentration erzeugt als im Rest des Eis. An anderen Stellen wird der Inhibitor fiir diese Reaktion ver-
stérkt erzeugt. Weil die Reaktionen selbstverstarkend sind, steigt die Konzentration des Morphogens an
der Stelle mit erh6hter Konzentration weiter an und es bildet sich ein stationdrer Konzentrationsgradient
aus. Der sich bildende Organismus benutzt diese Konzentrationsverteilung als ,,Landkarte. Kopf, Arme
und Beine werden an den Stellen gebildet, an denen die Konzentration des Morphogens bestimmte Werte
hat.
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Die Bildung von Strukturen abseits des Gleichgewichts ist paradigmatisch fir das Entstehen des Le-
bens. Schrodinger formulierte das 1944 so: "It is by avoiding the rapid decay into the inert state of 'equilib-
rium' that an organism appears so enigmatic....\What an organism feeds upon is negative entropy."% Aller-
dings sind nicht alle Strukturen das Ergebnis von dissipativer Struktur-Bildung im oben genannten Sinne.
Auch die “Selbstorganisation”, also die spontane Bildung von geordneten Aggregaten, die im thermodyna-
mischen Gleichgewicht stabil sind, spielt eine Rolle.

45 Zeitpfeile

Die mikroskopischen dynamischen Gleichungen der klassischen Mechanik, der Elektrodynamik, der
Quantenmechanik und der Gravitation (der Allgemeinen Relativitats-Theorie) sind alle Zeit-Umkehr-inva-
riant.®® Ein , Zeitpfeil* ist ein Mechanismus, der einen Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft
hervorruft. Viele (aber nicht alle) der unten berichteten Zeitpfeile begriinden sich in einem speziellen An-
fangszustand des Universums (statt den dynamischen Gesetzen). Es folgt eine Liste:

— Der Strahlungszeitpfeil, eng verwandt mit dem Kausalitats-Zeitpfeil
Es stiirzen nie konzentrische elektromagnetische Wellen auf eine Gliihwendel ein und verschwinden
dort, obwohl diese Losung mit den Gleichungen der Elektrodynamik genauso vertraglich sind wie die
Ausbreitung von Licht. ,,Quellen* fur Licht und die Ursachen von kausal bedingten VVorgangen liegen
stets in der Vergangenheit.
Dieser Zeitpfeil wird oft als Konsequenz eines speziellen Anfangszustands aufgefasst. Die konzentrisch
einfallenden Wellen sind dem Universum am Anfang nicht mitgegeben worden.

— Der quantenmechanische Zeitpfeil
Bei ,,Messungen‘ kommt es zur Dekohédrenz. (Das Auftreten von Dekohérenz definiert die Messung.)
Dekohérenz meint (etwas verkurzt), dass Phasenbeziehungen ihre praktische Bedeutung verlieren. De-
koh&renz macht aus der Quantenmechanik die klassische Mechanik. Dem klassischen Beobachter er-
scheinen die Messergebnisse als zufallig.

— Der thermodynamische Zeitpfeil
Die Entropie nimmt zu.
Der quantenmechanische und der thermodynamische Zeitpfeil haben einen Zusammenhang mit einem
»Relevanz-Konzept“. Der Beobachter entscheidet sich, einen Teil der Wirklichkeit (z.B. Quantenkorre-
lationen oder bestimmte mikroskopische Gegebenheiten) fir irrelevant zu halten und formuliert seine
Beobachtungen fur den Rest der Wirklichkeit (im Fall der Thermodynamik: fur die ,,makroskopischen*
Variablen).

— Der kosmologische Zeitpfeil
Der kosmologische Zeitpfeil meint auch (aber nicht nur) die Ausdehnung des Universums und insbeson-
dere den dunklen Nachthimmel®®. Der dunkle Nachhimmel fungiert fir die Biosphére als das Kalte-Re-
servoir, welches in Zusammenspiel mit der Sonne (dem Warme-Reservoir) die lokale Strukturbildung

8 Schradinger, E., What is Life. Cambridge University Press: 1944,

Praziser wire: ,,Life feeds on free energy”. Auch Schrddinger hat sich in dieser Hinsicht spéter korrigiert.

% Es gibt mit der ,,CP-Verletzung* (siche Wikipedia) auch in der mikroskopischen Physik einen — eher randstandigen — Sachver-
halt, der nicht Zeit-Umkehr-invariant ist. Gemé&8 herrschender Meinung sind die tibrigen ,,Zeitpfeile* nicht in der CP-Verletzung
begriindet. Die CP-Verletzung z&hlt normalerweise nicht als Zeitpfeil (obwohl sie rein formal ein solcher ist).

67 Zeh, H. D.: The physical basis of the direction of time. Springer: 1989.

% Der ,,dunkle Nachthimmel* ist der Mikrowellenhintergrund. Wenn wir an den Himmel schauen, schauen wir in die Vergangen-
heit. Irgendwann treffen wir auf den Zeitpunkt, zu dem das Gas, aus dem das Universum zu diesem Zeitpunkt bestand, ionisiert
war. Es war ein Plasma (nicht transparent) und leuchtete mit einer Strahlungstemperatur von etwa 3000 K. Weil dieses Plasma
sich aber schnell von uns entfernt, ist die Strahlung um einen Faktor 1000 rotverschoben. Die Strahlungstemperatur ist nicht
3000 K, sondern 3 K (genauer: 2.725 K).
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auf der Erde ermdglicht. Die stetige Strukturbildung in der Biosphére darf man an als einen Prozess
ahnlich dem Carnot-Prozess verstehen, wahrenddessen aus Warmeunterschieden Arbeit (hier: Chemika-
lien mit geringer Entropie) erzeugt wird.®® Der dunkle Nachthimmel ist nicht ein Masterzeitpfeil, wel-
cher die anderen Zeitpfeile begriinden wiirde. Er kann die Kausalitét nicht erklaren. Sollte sich das
Universum eines Tages kontrahieren, so wird dies nicht einfach die Rolle von Vergangenheit und Zu-
kunft tauschen. Der ,,kosmologische Zeitpfeil schlieft einen Zoo von anderen kosmologischen Sach-
verhalten (genauer: kosmologischen Fragestellungen) mit ein, deren Diskussion im Fluss ist. Das
schlieBt die ,,Quantenkosmologie mit ein.

— Der psychologische Zeitpfeil
Der subjektiv empfundene Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft wurde nicht hinterfragt,
bevor man die Zeit-Umkehr-invarianten mikroskopischen Gesetze kannte. Aus heutiger Sicht ist der
psychologische Zeitpfeil verwandt mit dem Kausalitats-Zeitpfeil, wobei es an dieser Stelle ein Mei-
nungsspektrum gibt. Dies hiangt mit der Frage zusammenhéngt, was genau ,,Bewusstsein‘ sei.

— Die Evolution
Das spontane Entstehen von lokaler Negentropie und Komplexitat mag auf den ersten Blick als ein Ge-
schehen im Widerspruch zum thermodynamischen Zeitpfeil erscheinen. Zunéchst handelt es sich, weil
es ein lokales Geschehen ist, nicht um einen Widerspruch. Weiterhin gibt es Bedingungen, die solche
Vorgange in systematischer Weise nach sich ziehen. Solche Bedingungen bestehen auf der Erde (und
vermutlich auch auf einigen Exoplaneten). Es trégt die ,,dissipative Strukturbildung* bei. Evolution
wird oft den Zusammenhang der Komplexitétstheorie gestellt.

Das Wechselspiel der verschiedenen Zeitpfeile und ihre verschiedenen Ursachen sind eine durchaus
diffizile Sache. Die ,,Physik der Zeitrichtung*®’ ist ein weites Feld.

% Dieses Argument beruht auf einer Entropiezunahme dann, wenn wenige Photonen aus der Sonne einfallen und viele thermische
Photonen von der Erde abgestrahlt werden. Die Wéarme selbst ist nicht zwingend Teil des Mechanismus.
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5 Dielektrische Spektroskopie
5.1 Allgemeines

Es wurde am Ende von Abschnitt 1.9 behauptet, dass nahe am Gleichgewicht die Entwicklung der
Konzentrationsverhaltnisse hin zum Gleichgewicht geméaR exp(—t/t) erfolgt. Diese Kinetik wurde als eine

,.Relaxation“ bezeichnet. Im Umfeld von Glg. 3.6.3 ist ein zweites

solches Beispiel aufgetreten. In diesem Fall war der Anfangszustand
eine wellenférmige Konzentrationsverteilung, welche tber Diffusion
exponentiell zerfallt. Die Zeitkonstante t ist gegeben als (Dg?)™. In
Abschnitt 4.2 wurde fur diese Relaxationen ein allgemeingultiger
Grund genannt. Die Relaxationen sind in einem Irrflug begriindet.
Wir kommen nun zu einem dritten Beispiel fiir eine Relaxation, ndm-
lich die Orientierungsrelaxation. Experimentell vermessen werden
kann diese Relaxationen mit der Dielektrischen Spektroskopie. Die

Dielektrischen Spektroskopie vermisst die lokale Beweglichkeit. Es Abb. 5.1

gibt einen Zusammenhang mit der makroskopischen Verformbarkeit | Ein Irrflug eines Orientierungs-

eines Materials (studiert mit der Rheologie), aber dieser Zusammen-

Vektors.

hang ist durchaus nicht trivial.

Betrachte einen Dipol p als einen Vektor konstanter Lange aber regellos wechselnder Orientierung.”
Der Endpunkt dieses Vektors wird einen Irrflug auf der Oberfl&che einer Einheitskugel vollfiihren (Abb.
5.1). Es gibt eine ,,Rotations-Diffusionskonstante* Drq, die aber im Unterschied zur Translations-Diffusi-
onskonstante die Einheit 1/s hat (statt m?/s). Man konnte ihr auch die Einheit rad?/s geben, denn es andert
sich bei der Rotationsdiffusion ein Winkel. ,,rad* ist dimensionslos und man wihlt deshalb die Einheit 1/s.

Wiéhle nun willkirlich eine z-Achse und definiere den Polarwinkel 6 als
den Winkel zwischen dem Dipol und dieser z-Achse. Fir isotrope Orientie-
rungsverteilungen gilt <cos 0>¢ns = 0. Das Subskript ,,ens* steht fiir das En-
semble-Mittel (auch: ,,Schar-Mittel“, zu unterscheiden von einem Zeit-Mit-
tel). Im Gleichgewicht wird die Orientierung isotrop verteilt sein, denn dann
ist die Entropie maximal. Schalte nun ein elektrisches Feld parallel zur z-
Achse ein. In diesem Feld werden mehr Dipole zum negativen Pol zeigen als
zum positiven Pol, weil diese Orientierung die Energie senkt. Dann wird gel-
ten <cos 0>ens = 0. Es wird sich ein thermodynamisches Gleichgewicht ein-
stellen. In diesem Gleichgewicht wird die Freie Energie A = U — TS minimal
sein.

Nun schalte zum Zeitpunkt t = 0 dieses externe Feld ab. Es wird dann
die GroRe <cos 0>¢ns exponentiell zu Null zerfallen:

Glg.5.1.1

T

(cos0), . (t)=(cosO), exp(—ij

0 GemaR Konvention zeigt der Pfeil eines Dipols zur positiven Ladung.

A
A

N =~

v v

Gegenladungen

Abb. 5.2

Ein polarisiertes Medium
zwischen den Platten ei-
nes Kondensators erzeugt
in den Platten eine Ge-
genladung.
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Die Zeitkonstante t ist gegeben als Do 2. Fir kolloidale Kugeln mit einem wohldefinierten Radius r, wel-
cher groRer ist als der Durchmesser der umgebenden Molekiile, gilt (ohne Beweis)

Glg. 5.1.2
kT

B

- 8mnr®

rot

Diese Formel ist das Analogon zur Stokes-Einstein-Diffusivitat (D = ksT/(6nnr), Glg. 3.5.1).
5.2 Polarisation und Dielektrizitatskonstante

Wie kénnte man <cos 0>¢ns messen? Dies ist relativ einfach mit einem Kondensator méglich. Ausge-
richtete Dipole erzeugen eine ,,Polarisation definiert als

Glg. 5.2.1

= 1 N N
P:— 4:— U :—4

N ist die Anzahl der Partikel, V ist das Volumen, N/V ist die Anzahldichte. Nachdem der Dipol die Einheit
Cm hat, hat die Polarisation die Einheit C/m?. In Abwesenheit eines elektrischen Feldes ist die Polarisation
null. In Gegenwart eines Feldes E schreibt man

Glg. 5.2.2

Die Vakuumpermeabilitat o sorgt an dieser Stelle dafr, dass die Einheiten auf den beiden Seiten der Glei-
chung Ubereinstimmen. y.r (eine dimensionslose Zahl) ist die Suszeptibilitat der Orientierungspolarisa-
tion.”* Sie ist Gber Glg. 5.2.2 definiert.”

Wenn das Medium sich zwischen den beiden Platten eines Kondensators befindet, erzeugen die Dipole
in den Platten eine Gegenladung Q von der Gréle

o oA PA Glg.5.2.3
=O0A=

o ist die Flachenladungsdichte, A ist die Fliache. o entspricht gerade der Polarisation. Uberzeugen Sie
sich, dass die Einheiten korrekt sind. Die Ladung in den Elektroden kompensiert die Polarisation. Wenn
also die GroRe <cos 0>¢ns gemall einem Exponentialgesetz zerféllt, tut dies auch die Ladung auf der Elekt-
rode.

Die Platten des Kondensators konnen nun gleichzeitig dazu dienen, ein elektrisches Feld anzulegen
und so eine Polarisation zu erzeugen. Wir holen etwas aus. In Abwesenheit des Mediums ist die Ladung
auf den Platten (sei sie Qo genannt) gegeben als

"L Es gibt neben der Orientierungspolarisation auch eine ,,Atom-Polarisation und eine ,,Elektronen-Polarisation. Diese werden
durch Bewegungen von Atomen und Elektronen relativ zum Molekil-Schwerpunkt hervorgerufen, nicht durch eine Rotation des
ganzen Molekils. Genau genommen ist ytot = yor + Yatom + Yelek. Eine analoge Formel gilt fur e. Siehe dazu Kasten 5.1. Wir
lassen die anderen beiden Beitrédge im Folgenden aufer Betracht.

2 Fir nicht allzu groRe elektrische Felder ist die Polarisation proportional zum elektrischen Feld. In diesem Bereich gilt Glg. 5.2.2.
Bei sehr hohen Feldern kommt es zur Séttigung.
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Glg.5.2.4

Co = goA/d ist die Kapazitat des leeren Kondensators. d ist der Abstand zwischen den Platten. Nach Befil-
len des Kondensators mit dem Medium ist die Gesamtladung gegeben als

Glg.5.2.5

g A g A U g A
Q=Q0+AG=°TU +AX30E=OTU +Ax80a=(l+xor)°TU

Achtung: Wir ignorieren hier der Einfachheit halber die Atom-Polarisation und die Elektronen-Polarisation.
Das ist nicht strikt realistisch.

Man fasst die beiden Terme rechts in Glg. 5.2.5 zusammen und schreibt

Glg.5.2.6

e = 1 + yor ist die Dielektrizitatskonstante. Fir Wasser ist der Zahlenwert € = 78. Dies ist im Vergleich zu
anderen Medien ein recht hoher Wert. Wasser hat eine hohe Dipoldichte. Das Dipolmoment des Wassers

per se ist mit u = 1.85 Debye” nicht besonders hoch. Wasser ist aber ein kleines Molekil. Deshalb ist die
Dipoldichte groR.

Wie grof? ist denn konkret die induzierte Polarisation? Dazu mis- n E,
sen wir einen kleinen Exkurs machen. Wenn das Medium ein Gas ohne ;le
Wechselwirkung zwischen den Dipolen ist, gilt ~—— /
B
Glg. 5.2.7 -
5 = N e _PNoE _—
PZXorSOE:_aorE:_NAaorE , -
V M
N/V ist die Anzahldichte, a.r ist die Orientierungs-Polarisierbarkeit des E =E +
betreffenden Molekiils (eine molekulare Groke). Im zweiten Schritt
. . . Abb. 5.3
wu_rde von der Anzahldlf:hte N/V umgerechnet auf die Massendichte p. Das sekundére Feld. welches von den
M ist das Molekulargewicht. ebenfalls orientierten Nachbardipolen aus-
. . . . . geht, nimmt einen Einfluss auf das lokale
Glg. 5.2.7 verkntipft eine makroskopische Grofie (y.or) mit einer elektrische Feld.

molekularen GroRe (owr). Dieser Zusammenhang ist aber in Flussigkei-
ten und Festkorpern (in ,,kondensierter Materie®) leider komplizierter. Es gilt (approximativ) die Clausius-
Mosotti-Gleichung:

Glg. 5.2.8

g-1 N Oloy p Oloy
~— :—NA
e+2 V3 M 3,

731 Debye = 1 D entspricht 3.34-10-3° Cm. 1 Debye entspricht weiterhin 0.208 eA mit e der Elementarladung.
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In Gasen ist yor << 1und e ~ 1. Es folgt € + 2 = 3 und der Nenner auf der linken Seite kirzt sich gegen die
3 auf der rechten Seite. Glg. 5.2.8 reduziert sich dann auf Glg. 5.2.7. Wenn aber ¢ viel groRer ist als 1 (wie
das z.B. in Wasser der Fall ist), darf man nicht in dieser Weise nahern. Die Korrektur entsteht, weil sich
der Test-Dipol im lokalen elektrischen Feld ausrichtet. Das lokale elektrische Feld ist eine Uberlagerung
des externen Feldes mit den Feldern, welche von den ebenfalls orientierten-Nachdipolen ausgehen. Man
spricht von ,,Effekten des lokalen Feldes™ (Abb. 5.3). Wird das sekundéare Feld das lokale Feld eher
starken oder eher schwéchen? Diese Frage ist nicht schnell beantwortet. Im Rahmen der Annahmen, die
der Clausius-Mosotti-Relation zugrunde liegen, wird das lokale Feld durch die Nachbardipole verstarkt.

Die makroskopische Suszeptibilitét yor hdngt also (in einer leider nicht immer trivialen Weise) mit der
molekularen Orientierungs-Polarisierbarkeit oo zusammen. Fir diese geben wir (ohne Beweis) die Debye-
Relation an:

Glg.5.2.9
i
O =5 —
3Kk, T
C
Die Debye-Relation ergibt sich aus dem Wechselspiel zwischen Energie und |
Entropie. Eine Ausrichtung der Dipole senkt die Energie, sie senkt aber auch R
die Entropie. Bei einer Polarisation gemal Glg. 5.2.9 wird die Freie Energie —DJ

im elektrischen Feld (A = U — TS) minimal.

Nun betrachte ein Experiment, in dem zum Zeitpunkt t = 0 ein elektri- I%l)
sches Feld abgeschaltet wird. GemaR den allgemeinen Argumenten aus Ab-
schnitt 4.2 zerfallt dann <cos 0>¢ns exponentiell. Es sinkt dann auch die La- R

dung auf den Kondensatorplatten exponentiell:

Abb. 5.4
Glg. 5.2.10 Ersatzschaltbild fiir ei-

Q(t) =Q,, exp (_t) nen Kondensator gefullt
T mit einem Dielektrikum,

welcher sich lber eine

Depolarisation entléadt.

Man kann die Zeitkonstante der Reorientierung t = Dy * also aus der Ladung
auf dem Kondensator (oder auch aus dem Strom | = dQ/dt) ablesen.

Glg. 5.2.10 kann man auch anhand des in Abb. 5.8 oben gezeigten Ersatzschaltbildes verstehen.”
Achtung: Der Widerstand kdnnte grundsétzlich ein externer Widerstand sein, er ist es hier aber nicht. Der
Strom durch diesen Widerstand entsteht einzig und allein durch das Absinken der Polarisation. Man
spricht auch von einem ,,Polarisationsstrom*. Sei der Kondensator zum Zeitpunkt t < 0 aufgeladen mit der
Ladung Q. Sei die Spannung U gegeben als U = CQ. Es werde der Schalter geschlossen zum Zeitpunkt
t=0. Die Ladung auf dem Kondensator unterliegt der folgenden gewdhnlichen Differentialgleichung:

Glg. 5.2.11
U-Rl-_r3IQ__gcdYu
dt dt

74 Ein Ersatzschaltbild bildet eine bestimmte physikalische Situation mit einer Anordnung von diskreten Elementen ab. Im Engli-
schen spricht man von einem ,,lumped element circuit®.
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Wir stellen um:

Glg. 5.2.12
U--——u
RC
Die Losung dieser Differentialgleichung ist
Glg. 5.2.13

U (t)=U,, eXp(—ij —U,, exp(—RtC)

Die Probe zeigt, dass die Zeitkonstante t gegeben ist als t = RC. Man spricht auch von der ,,RC-Zeit*.

Man kdnne die Zeitkonstante t so wie in Abb. 5.8 oben skizziert messen (Schalter schlieRen und den
Strom als Funktion der Zeit messen). Meist bestimmt man t aber aus einer Messung der Frequenzabhén-
gigkeit der Kapazitat des Kondensators (und damit der Messung einer frequenzabhéngigen Dielektrizitats-
konstante e(w)). Dieses Vorgehen hat messtechnische Vorteile. Betrachte dazu das Ersatzschaltbild in
Abb. 5.8 unten. Nochmals: Der Widerstand ist aus physikalischer Sicht ein Teil des Kondensators. Er er-
fasst die Entladung durch Depolarisation. Fur die Gesamt-Impedanz zwischen den beiden Enden dieses
Schaltkreises gilt die Formel

Glg. 5.2.14

1

Ztot ((D) :R"r R

Die beiden Terme auf der rechten Seite sind die Teil-Impedanzen des Kondensators und des Widerstands.
Wir benutzen t = RC und formen um:

Glg. 5.2.15

7 ( )_1+imCR _l+iot
o ioC ioC

Fir sehr kleine Frequenzen ergibt sich die bekannte Impedanz des Kondensators mit fester Kapazitat. Das
Hochfrequenzverhalten parametrisiert man mit einer Frequenz-abhangigen komplexen Dielektrizitéts-
konstante &(w) = &'(w) + ig"' (w):

. ) Glg. 5.2.16
Zy (o) 08 (0)C, Iw(g.(w)“g.(w))sgj
Fir &(o) ergibt sich
Glg. 5.2.17
E(0) =50
1+iot
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Um Realteil und Imaginérteil zu trennen, erweitern wir mit 1 — iort:

(o) e (I-iwT)
(@) =20 (1+i(m:)-(1—i(x)1)

1+ 0t 1+t

Der Verlauf dieser beiden Funktion (Realteil und negativer Imagi-
narteil) ist in Abb. 5.5 gezeigt. Der log-log-Plot oben zeigt, dass €’ und
&'’ bei kleinen Frequenzen wie »° und o skalieren. Bei groRen Frequen-
zen sind die Exponenten —2 und —1. Der log-lin-Plot unten zeigt das
charakteristische breite Maximum in —¢'’ bei der inversen Relaxations-
zeit. Oft wird von experimentell bestimmten Spektren dieser Art nur
" (w) gezeigt. Man diskutiert und interpretiert die Lage und die Hohe

des Maximums (oder der Maxima).

Glg. 5.2.18
log ¢

log ®

Abb. 5.5
Die Frequenz-Abhangigkeit

Abb. 5.6 zeigt dielektrische Spektren, welche an dem Polymer Po- der komplexen Dielekrizitats-

lyethylenterephthalat (PET, das Material fur Trinkflaschen) erhalten

konstanten gemaR Glg. 5.2.18.

" 358.2 K
€ 353.2 K ‘ 363.2K

0.3

0.2
3432K

0.1

0.0

\

-2 0 2 4 6 8
log (v [Hz])

Abb. 5.6

Dielektrische Spektren mit zwei separaten Re-
laxation. Die niederfrequente Relaxation (die
,,0-Relaxation®) ist in ihrer Rate stark Tempera-
tur-abhdngig. Sie wird am Glaspunkt unendlich
langsam. Die niederfrequente Relaxation wird
hoch-kooperativen Prozessen zugeordnet. Diese
treiben den Glasiibergang. Die héherfrequente
Relaxation (die ,,f-Relaxation®) ist einer eher lo-
kalen Bewegung zugeordnet. Sie stirbt am Glas-
punkt nicht aus.

Adaptiert aus
Schénhals, A.; Kremer, F. (Edts.), Broadband
Dielectric Spectroscopy. Springer: 2003.

4 PET

temperature
range of
0 crystallization

-

2.6 2.7 2.8 2.9
1000/T [K1]

Abb. 5.7

Die Raten zu den Relaxationen aus Abb. 5.6 auf-
getragen gegen die inverse Temperatur (ein ,,Akti-
vierungs-Diagramm®). Der 3-Prozess folgt einem
Arrhenius-Gesetz. Flr den a-Prozess steigt die
apparente Aktivierungsenergie mit sinkender
Temperatur.

Adaptiert aus
Schonhals, A.; Kremer, F. (Edts.), Broadband Di-
electric Spectroscopy. Springer: 2003.
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wurden. Die verschiedenen Kurven entsprechen verschiedenen Temperaturen. PET enthalt elektrische Di-
pole, deren Rotation man gut studieren kann. Zunachst kann man flr die Relaxationsrate der Dipole in
PET nicht Glg. 5.1.2 zur Anwendung bringen. Die Dipole sind keine Kugeln, die frei rotieren kdnnten.
Trotzdem kénnen sie mit einem elektrischen Feld aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt werden. Wenn
das Feld abgeschaltet wird, relaxieren sie zurtick zum Gleichgewicht. Die Zeitkonstante ist aus theoreti-
scher Sicht aber nicht einfach vorherzusagen. Die Relaxationsraten (die inversen Zeiten) sinken mit sin-
kender Temperatur (will sagen, die Kurven verschieben sich nach links). So erwartet man es fr thermisch
aktivierte Prozesse (siehe auch Funote 40).

Kasten 5.1

Die dielektrische Funktion unter Einschluss der Atom-Polarisation und der elektronischen Polarisation.

Das Konzept der dielektrischen Suszeptibilitat findet auch bei sehr hohen Frequenzen Anwendung (bis zu

® > 10 Hz, Abb. 5.8). Dann befindet man sich im Bereich der Optik. Man misst & nicht mehr mit einem Kon-
densator, sondern man nutzt den Zusammenhang zwischen € und dem Brechungsindex n. Es gilt € = n?. Der Bre-
chungsindex hier eine komplexe Grof3e, die auch Absorption erfasst. Im optischen Spektralbereich hat man es
mit der Atom-Polarisation (Infrarot) und der elektronischen Polarisation (UV-vis) zu tun. In diesem Frequenzbe-
reich beobachtet man Resonanzen (statt Relaxationen), weil bei so hohen Frequenzen die Massentragheit der
Atome und der Elektronen eine Rolle spielt. Die Resonanzfrequenzen sind Eigenschaften der Molekdile. Sie sind
nicht Temperatur-abhéngig.

Ausschalten des

A c s
e Rotation -% elektrischen Feldes
Atom-Polarisation 2
(Schwingungen) f_g
Elektronische o
lonische Polarisation Resonanz
Lettfahigkeit -
1 S
T
\Z e, A AN N A logow 2 Relaxation
; - 3
& Mikrowellen Infrarot UV-Vis Réntgen ¢
Nano- Piko- Femto-
sekunden sekundsn sekundsn

Zeit

Abb. 5.8
Ein Uberblick tber die Feld-induzierte Polarisation als Funktion der Frequenz.

Die Frequenzskala Uberstreicht in diesem Diagramm viele Dekaden. Die Breite der Resonanzen ist nicht maf-
stéblich gezeichnet. Eine Absorptionslinie im Infraroten ware auf dieser Skala ein vertikaler Strich (in der Dar-
stellung von ¢ gegen log w).

Die Abbildung rechts illustriert den Unterschied zwischen einer Resonanz und einer Relaxation.

Abb. 5.6 zeigt zwei Relationen. Nun kdnnte man geneigt sein zu sagen: ,,Nun, es gibt ja in diesem Po-
lymer auch zwei verschiedene Dipole. Diese beiden Dipole relaxieren unterschiedlich schnell.“. Das wire
aber ein Missverstandnis. In kondensierter Materie verlauft die Reorientierung meistens kooperativ. Die
beiden Dipole reorientieren gemeinsam. Dass man trotzdem zwei separate Relaxationen beobachtet
(manchmal auch drei, selten mehr), ist nicht trivial. Es handelt sich um einen relativ tiefliegenden Sachver-
halt aus der kondensierten Materie. Die schnelle Relaxation (genannt ,,3-Relaxation‘) ist ein lokaler Pro-
zess. Die langsame Relaxation (genannt ,,a-Relaxation®) hat eine groflere Kooperativitit als die f-Relaxa-
tion. Sie hangt starker von der Temperatur ab, als die B-Relaxation (Abb. 5.7). Man sieht fiir den o-Pro-
zess eine deutliche Abweichung vom Arrhenius-Gesetz. Die Kurve In(omax) gegen 1/T ist gekrimmt. Man
konnte dies so interpretieren, dass die apparente Aktivierungs-Energie von der Temperatur abhéngt. Es ist
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aber fraglich, ob der Begriff der Aktivierungs-Energie in diesem Kontext zielfuhrend ist. Meisten spricht
man von kooperativer Dynamik. In der Ndhe der Glastemperatur ,,friert der a-Prozess ein“. Die Relaxa-
tion ist dann so langsam, dass man sie nicht mehr beobachten kann.

Merke

— Die Dielektrische Spektroskopie untersucht die lokale Reorientierungs-Dynamik. Es handelt sich um
Relaxationen.

— Die Relaxationen laufen in kondensierter Materie oft kooperativ ab.

— Im Gegensatz zur Rheologie studiert man mit Dielektrischer Spektroskopie die lokale Beweglichkeit.
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6 Anhéange:
6.1 Beweis des Gleichverteilungssatzes

Die folgende Behandlung lehnt sich an [Schwabl, F., Statistische Mechanik, Springer 2006], Kapitel
2.6.4.1 an. Ein klassisches dynamisches System aus N Partikeln wird beschrieben durch N Ortskoordina-
ten, gi, und N Impulse, pi. Diese 2N Koordinaten spannen den ,,Phasenraum‘* auf. Das infinitesimale Pha-
senraum-Volumen fihrt den Namen dI". Es gibt eine Energie-Funktion — die Hamilton-Funktion — mit dem
Namen H(q;,pi;). Gemalk Boltzmann ist die Wahrscheinlichkeit, das System bei den Koordinaten g;,p; vor-
zufinden, gegeben als exp(—H(q;i,pi)). Wir bezeichnen im Folgenden g; und p; beide als xi. (Es gibt also 2N
Koordinaten x;.) Es gilt die folgende Relation

< ﬁ> kT,
8xj
th

<...>n bezeichnet den Boltzmann-gewichteten Mittelwert. Zum Beweis von Glg. 6.1 schreiben wir zu-
nachst den Mittelwert aus:

Glg. 6.1

Glg. 6.2

oH ( H }1
X, ——exp| — r
< aH> ox; keT 1 oH ( HJd
Xi— ) = =—Ixi—exp - I
H Z 37 ox
th Jexp[— Jdl“ !
ko T

Im zweiten Schritt wurde der Nenner umbenannt zu Z . Z heif3t auch ,,Zustands-Integral“. Wir benutzen
nun die Kettenregel:

Glg. 6.3
H(x; H (X, oH ( x.
2 eof M) |_gf M) 1y
ox; kT kT keT ) OX,
Es folgt
Glg. 6.4
oH H 0 H
= = (=k.T)—=— .
o, ex"( kBTj (ke )axj eXp[ kBTJ
Eingesetzt in Glg. 6.2 ergibt sich
Glg. 6.5

H\ 1. @ H
) == X —exp| - —kgT)dr
<X' axj> zIX' X, EXp[ kBTJ( oT)

Wir nehmen nun an, dass die Funktion exp(—H(q;i,pi)) im Unendlichen gegen null strebt. Das ist z.B. fiir
Parabel-Potentiale der Fall. Dabei soll es keine Wande geben. Wenn exp(—H(qi,pi)) im Unendlichen zu
null wird, kénnen wir Glg. 6.5 partiell integrieren geman

84



Glg. 6.6

() vl -4l e

Mit den eckigen Klammern ist die Auswertung auf dem Rand des Integrationsvolumens (also im Unendli-
chen) gemeint. Dieser Term fallt gemaR Annahme weg. Es gilt nun oxi/ox; = &; mit &;; dem Kronecker-8.”
Wir ziehen die konstanten Terme vor das Integral und erhalten

oH 1 H
X, — ) =kgTd. —|exp| — dI' = kT3,
< '6X > B ij ZJ. p( kBTJ B ij

i

Glg. 6.7

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass das Integral rechts gerade das Zustands-Integral ist. Dies be-
weist Glg. 6.1.

Betrachte nun einen harmonischen Oszillator mit dem Potential

Glg. 6.8
V = %Kq

Kk ist die Federkonstante. Wir nehmen an, dass der Oszillator an ein thermisches Wéarmebad angekoppelt
ist. Er stolt dann hdufig und die Wahrscheinlichkeiten fur das Eintreten eines bestimmten Wertes von q
unterliegt der Boltzmann-Verteilung. Trotzdem betrachten wir den einzelnen Oszillator.”® Wir ersetzen in
Glg. 6.1 H durch V. Das dirfen wir tun, denn die Mathematik ist unabhéngig davon, ob wir die Gesamt-
Energie betrachten oder nur die potentielle Energie. Dann erhalten wir

Glg. 6.9
oV )
<qa> =(kg”) = (2V) = kT
Die mittlere potentielle Energie des Oszillators ist also 1/2 kgT.
Wir betrachten die kinetische Energie eines Partikels in 1D gegeben als
Glg. 6.10
1
Evin = 5 mp;
Wir ersetzen in Glg. 6.1 H durch Exi» und gelangen zu
Glg. 6.11

pf> = <2Ekin,1D> =kgT

OE,,
< px akln,lD > _ <m
P

und

75 Fiir das Kronecker-5 gilt §;; = 1 falls i = j und &;j = 0 sonst.
76 Hier liegt eine kleine Inkonsistenz vor. Genau genommen miisste man die StRe in die Behandlung mit einbeziehen.
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Glg. 6.12

Man kann schnell einsehen, dass in 3D gilt

Glg. 6.13

<Ekin,3D > = %kBT

Diese Argumente kdnnen wir fur alle quadratischen Beitrédge zur Hamilton-Funktion wiederholen.
(Wir konnten Sie insbesondere fiir die Rotations-Energie wiederholen, gegeben als 1/2 1o? mit | dem Tréag-
heitsmoment und o der Winkelgeschwindigkeit.) Die mittlere Energie, welche mit einem quadratischen
Beitrdgen verknpft ist, ist 1/2 ksT. Wenn die Hamilton-Funktion nur quadratische Beitrdge hat, nennt man
die Anzahl dieser quadratischen Beitrége f und bezeichnet die Beitrdge als ,,Freiheitsgrade”. Das CO, Mo-
lekul hat 13 solche Freiheitsgrade: 3 fur die Translation, 2 fiir die Rotation, 4 fiir die potentielle Energie in
den 4 Schwingungsmoden und 4 fir die kinetische Energie in den 4 Schwingungsmoden. Es gibt nur 2
Freiheitsgrade fiir die Rotation, weil die Rotation um die Molekiilachse eine elektronische Anregung ist,
die aus quantenmechanischen Griinden bei Raumtemperatur eingefroren ist. (Auch fir die Schwingungen
ist aufgrund der Quantisierung die Anwendbarkeit des Gleichverteilungssatzes fraglich.)

6.2 Fir hinreichen lange Irrfliige ist Ax GauB-verteilt

Die Verteilung der Gesamt-Verschiebungen Ax, die sich in vielen Irrfligen ergeben (Abschnitt 3.3), ist
die Binomial-Verteilung. Seien N; die Anzahl der Schritte nach rechts und N2 = N — N die Anzahl der
Schritte nach links. Die Anzahl der Pfade zu einem gegeben N; sei Q. Qs ist gegeben als

Glg. 6.14
N!
Q =— -
NN =N

Das Ausrufezeichen bezeichnet die Fakultat (N! = N-(N-1)-...2-1)

Zur Begriindung der Binomial-Verteilung ersetzt man die
Wahl von Schritten (rechts oder links) durch der Auswahl von —
Kugeln, die man in die Behlter ,,1* oder ,,2 ablegt (Abb. 6.1). T . NI
Man ,,zieht* aus der Gesamtheit der Kugeln nacheinander ein- ' | _ | | ! ” _

folge, in der sie gezogen wurden, ab. Die Anzahl der verschie-
denen Mdglichkeiten, nacheinander N Kugeln zu ziehen, ist =

N! = N(N-1)(N-2)...1. Man nennt dies auch die Anzahl der Abb. 6.1

,Permutationen. Es gibt also N! Mdglichkeiten, N Kugeln ge- Zur Begrindung der Binomial-Verteilung

zelne Kugeln heraus und legt diese Kugeln geméaR der Reihen- | | | | | | |
N, | N, !

ordnet abzulegen. Dann sagen wir, dass die ersten N; Kugeln

dieser geordneten Menge in Zustand 1 sein sollen und die folgenden Kugeln in Zustand 2. Nun ist es fur
die Auswahl von N1 Kugeln aber bedeutungslos, in welcher Reihenfolge diese N1 Kugeln gezogen wurde.
Die Unbedeutsamkeit der Reihenfolge ist Teil der Definition von ,,N; Kugeln auswéihlen®. Wenn N; Ku-
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geln ausgewahlt werden, ist gemeint, dass die Reihenfolge innerhalb der Sub-Ensembles keine Rolle spie-
len soll. Deshalb mussen wir bei der Berechnung von Qs die Zahl N! durch Ni! und N2! teilen. Dies flihrt
zu Glg. 6.14.

Die Binomial-Verteilung hat ein scharfes Maximum bei N1 = N/2. Wir interessieren uns deshalb be-
sonders fur Werte von Nz in der Nahe von N/2 und schreiben

Glg. 6.15
N, = N +5s
2
mit s = (N2 — N2)/2 << N. Die Gesamt-Verschiebung Ax ist gegeben
als 2sA (mit A der Schrittweite). Wir driicken €, als Funktion von s "
aus (wir benennen es um in Q) und finden 5
b grofles N
Glg. 6.16 %’
] ] S
INnQ, =In N! =In N! -
N, !(N - NZ)! N N 2 s
—4+s |l ——=s|! 3 v
2 2 £
:r‘_l!
Wir benutzen die Stirling Approximation -1 0 1
| Makroskopische Varable ("s/N")
. Glg. 6.17 | Apb. 6.2
nl~/2renn"e™" In n!=fln(2nn)+ n(Inn—l) Gemal dem Gesetz der grof3en Zahl sind
2 die Fluktuationen von makroskopischen
Parametern im Grenzfall einer groen An-
zahl von Molekdlen, welche zu der betref-
. o L . fenden Summe beitragen, vernachlassigbar
Der Term (2zn)Y2 wird oft weggelassen. Hier ist es giinstig, ihn mit- | jein.

zunehmen. Wir definieren eine Funktion €} iber die Relation

Glg. 6.18
27N ~ 27N ~ 2 1 =~
Qg = Qs ~ Qs =T T34
° o J2nN, 20N, J2rN /1 22aN [ 2 N
Auf den Vorfaktor kommen wir spater zuriick. Zunéchst formen wir In €sum gemaR
Glg. 6.19

InQ, ~ N (InN —1)—(|;l+ sj(ln(';us]—l}—((l;—sniln (';l—sj—lj
=NInN-N —(';+ sj{ln(§j+ In[1+ilsj—1} —(2—2}[In[2‘j+ In(l—ils)—l}
In Zeile 2 wurde ausmultipliziert und In(N/2 £ s) geschrieben als In(N/2(1 + 2s/N)) = In(N/2) + In(1 £ 2s/N).

Das geschah, weil man In(1 + ¢) mit ¢ einer kleinen Zahl Taylor-entwickeln kann.”” Wir sortieren um, be-
nutzen In(1 + €) =~ € — €%/2, und gelangen zu der Relation

7 Beachten Sie, dass der Logarithmus bis zur zweiten Ordnung entwickelt wird. Man benutzt auch oft In(1+¢) ~ ¢, aber diese Na-
herung reicht hier nicht aus.
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Glg. 6.20

INQ, ~NInN-N In(%j—(%+sjln(l+%)—(%—s]ln(l—%]
o (3332

2s 4s® 14s®* 4s* 2s 4s® 14s® 4s®
~NIn(2)-—| —+—S - —— - — -
2 N N? 2 N? N3 N N2 2 N2 N3

2

zNIn(Z)—%

Fir die Anzahl der Mikrozustande finden wir

2
Q ~ 2 L ovey \/EZNexp - Sz mit cs:ﬂ
n JN 2N 26 2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(s) = Qs/Qut ist also eine GaulR-Verteilung. Die Breite der GauBR-Vertei-
lung ist N¥4/2. Die quadratisch gemittelte Gesamtverschiebung < Ax 2>2 st

\/K /N N,) [ jQidSJ — 261 = /N2

Ubungsaufgabe: Priifen Sie, dass das Integral tiber Qs den Wert 2" annimmt. Benutzen Sie, dass das
Integral tber die GauR-Funktion den Wert (2r)Y?c annimmt. (Damit das Integral korrekt heraus kommt,
wurde weiter oben entgegen den Ublichkeiten in der Stirling Approximation der Faktor (2rn)*? nicht ver-
nachlassigt.)

Glg. 6.21

Glg. 6.22

Die Rechnungen oben gelten alle nur fur hinreichend lange Irrflige (gelten im Grenzfall N — ).
6.3 Beweis der Stokes-Einstein-Relation

Wir beweisen die Stokes-Einstein-Relation (Abschnitt 3.5) aus dem Umstand, dass das
Zusammenwirken von Sedimentation und Diffusion zur Boltzmann-Verteilung fur die Konzentration
fuhren muss. Die Sedimentationsflussdichte Jseq ist

Glg. 6.3.1
_ o Foav _ . Mg
6mnr

fric

J., =cv

sed sed

Vseq ist die Geschwindigkeit, Fgray ist die Gravitationskraft, m ist die Masse und g = 9.81 m/s? ist die
Erdbeschleunigungskonstante. Die Konzentrationsverteilung c(z) unterliegt dem Boltzmann-Gesetz

Glg. 6.3.2

mgz
c(z)=c,exp| —
(2)=¢ [ kBTJ
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Die Diffusionsflussdichte ist

Glg. 6.3.3
dc
Jyw =—D—
diff dZ
Wir setzen die Flussdichten gleich und verwenden das Boltzmann-Gesetz fiir c(z):
Glg. 6.3.4

d
|‘]sed|: i C:|‘]diﬁ|:_D C(Z):—Di C, EXp _Ingz :Dﬂc
6mnr dz dz ko T kT

Auflésen nach D flihrt zu D = kegT/(67nr).
6.4 Hintergrund: Partielle Differentialgleichungen

Wenn f eine Funktion von mehreren Koordinaten ist, kann man sie auch nach mehreren Koordinaten ablei-
ten. Dies fuhrt uns zu den partiellen Differentialgleichungen. Wir nehmen im Folgenden an, dass die un-
abhangigen Koordinaten Raum und Zeit sind, und dass bei einer partiellen Ableitung stets die jeweils ande-
ren Koordinaten konstant bleiben. Ein Beispiel ist die Diffusions-Gleichung:

Glg. 6.4.1
ac(x,t) 5 o%c(x,t)

ot ox?

c(x,t) ist die Konzentration, D ist die Diffusionskonstante. In den einfachen Féllen ist D raumlich und zeit-
lich konstant. Aber es koénnte auch anders sein. Ein weiteres Beispiel ist die Wellengleichung, hier formu-
liert fr den Druck p

Glg. 6.4.2
*p(x,t) o o’p(x.t)

o’ ox?

In den einfachen Fallen ist erneut die Propagationsgeschwindigkeit ¢ radumlich und zeitlich konstant. Ein
letztes Beispiel ist die zeitabh&ngige Schrodingergleichung des Einzelteilchens

Glg. 6.4.3
op(xt)  —n? D*y(xt)
o 2m  ax

in +V (X)y(xt)

y(x,t) ist die Wellenfunktion, m ist die Masse und V(x) ist das Potential. V ist in den interessanten Féllen
raumlich nicht konstant.

Fur die Losung von PDEs bendtigt man neben den Anfangsbedingungen auch noch Randbedingungen.
Die Losung von PDEs kann erhebliche Probleme bereiten, insbesondere wenn sie nicht-linear sind
und/oder wenn die Parameter (wie z.B. D in der Diffusionsgleichung) von Raum und Zeit abhéngen. Es ist
insbesondere nicht immer sichergestellt, dass eine Losung existiert. Auch die Frage der Eindeutigkeit kann
diffizil sein. Die Losung von PDEs spielt eine zentrale Rolle im sogenannten Scientific Computing. Das

78 Manchmal auch: ,,Fluss* statt Flussdichte.
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schlie3t z.B. die Wettervorhersage ein. Die ,,PDE-Solver® sind heutzutage recht leistungsfahig. Oft wird

die Methode der Finiten Elemente angewandt, aber es gibt auch andere Verfahren. Die Leistungsfahigkeit
von grofRen Computern wird unter anderem daran gemessen, wieviel Zeit sie zum Ldsen bestimmter PDEs
bendtigen.

Abb. 6.3 zeigt eine Schwingungsmode einer Ka-
rosserie. Solche Schwingungen behalt man bei der —
Konstruktion von Maschinen aller Art sorgféltig im y.
Auge. Die Rechnung, die zu Abb. 6.3 gefiihrt hat, ist 4 ;

-

sicherlich anspruchsvoll, aber solche Rechnungen wer- .

den vielfach durchgefiihrt. P i .
| & ‘-’;&i '
Einige analytische Losungen von partiellen Diffe- . 4

rentialgleichungen sollte man sich merken. So ist zum
Beispiel die Ldsung der Diffusionsgleichung zu Abb. 6.3 _ i

. . L Eine Schwingungsmode einer Karosserie, berech-
c(x,t =0) = 8(x) die GauB-Funktion. Die Losungen der | net mit der Methode der Finiten Elemente.
Wellengleichung sind die ebenen Wellen. Eine grofe www. mscsoftware.com /de/product/ actran-a-
Rolle bei der Losung der einfachen PDESs spielt der so- | coustics?language=en,12/12/2015.
genannte ,,Ansatz. Man rét eine Losung und fihrt die
Probe mit diesem Ansatz aus. Wenn die Probe gelingt, ist der Ansatz die Lésung. Oft fuhrt die Probe zu
bestimmten Beziehungen zwischen freien Parametern im Ansatz. Ein Beispiel ist ein Ansatz fir die Lo-
sung der Wellengleichung von der Form

Glg. 6.4.4
p(xt) = p, exp(£i(wt +kx))

Einsetzen in die Wellengleichung fiihrt zu der Relation k = +w/c.

Es gibt wichtige nicht-lineare PDEs. Zu diesen gehdren in der Regel die Reaktions-Diffusions-Glei-
chungen dann, wenn die Temperatur mit einbezogen wird (Verbrennungsprozesse in Flammen und Moto-
ren). Wenn eine chemische Reaktion erstens thermisch aktiviert ist und zweitens exotherm ist, ist sie in der
Regel selbst-beschleunigend. Die Reaktionsgeschwindigkeit enthélt einen Term von der Form
exp(—Ea/RT) mit Ea der Aktivierungsenergie. Dieser Faktor ist nicht-linear in der Temperatur T. Solche
Gleichungen kann man meist nur numerisch 16sen und auch die numerische Ldsung ist alles andere als ein-
fach. Es kann passieren, dass es zu einer scharfen Front zwischen dem brennenden Medium und dem un-
verbrannten Brennstoff kommt und dass die Kontinuumstheorie an dieser scharfen Front zusammenbricht.
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